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Introduction

Executive summary

Objectif
Mettre en place une nouvelle méthode numérique afin d’approcher les
probabilités de ruine.

| A

Idée
Projection orthogonale d’une densité de probabilité sur une base de
polyndmes.

— Choisir une mesure de probabilité appartenant aux Familles
Exponentielles Naturelles Quadratiques (FENQ).

— Construire une base de polyndmes orthogonaux par rapport a cette
mesure.

Approximation de la probabilité de ruine ultime pour des montants de
sinistres suivant une distribution a queue légere.
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Introduction
Notations

Soit dF une mesure de probabilité univariée.
@ F'la fonction de répartition,
@ f = F’ la densité de probabilité par rapport 2 une mesure positive,
o F(0) = [e"dF(x) la fonction génératrice des moments,
o x(0) = In(F(6)) la fonction génératrice des cumulants,

Soit L?(F) I’espace des fonction de carré intégrable par rapport a dF.
o f€L*F)si [f*(x)dF(x) < oco.

L?(F) est un espace vectoriel normé avec :

IR =< f.f >= / F)dF ().
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Famille Exponentielle Naturelle

Soit dF une mesure de probabilité admettant fonction génératrice des
moments au voisinage de 0.

o {Fy;0 € O} definit une FEN générée par dF, telle que
dFg(x) = exp(6x — k(0))dF (x),

ol © est le domaine de définition de «(.).

o L’espérance mathématique de dFy est

w= /xng(x) = K'(0),

N

ol
e k' : 0 — K'(0) est une bijection.
> ¢:u— ¢(u) = &'~ (1) = 6 safonction réciproque.
o {F,;u € k' (©) = M} fait référence a la méme FEN avec :

dF,,(x) = exp(()x — r(6(11)))dF ().

P.O. Goffard



Fonction de variance quadratique

La fonction de variance de la FEN est définie par :

Vi) = /(x — p)*dF,(x) = K" ().
La fonction de variance est dite quadratique si :
Vi) = ap*+bu+c

Les FENQ sont générées par six distributions :
@ Binomiale

@ Normal
@ Binomiale

o Gamma L
Négative

@ Hyperbolic .
@ Poisson
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Polynomes orthogonaux associés aux FENQ

Soit {F,,; ;1 € M} une FENQ générée par dF de moyenne 1.
@ La densité f(x, ), par rapport a dF d’une distribution appartenant a la
FENQ est proportionnelle & exp(é(p)x — k(d(1))).

1

0,(0.) = V() { 5 r o) o),

est un polyndme de degré n en i et en x.
° f(xvy’o) =Tlet

n

0,(5) = 05 i) = V*(p0) { 5 r o |

K=o

{0, } forment une famille de polyndmes orthogonaux telle que :

< 04(x), Om(x) /g )Om(X)F(x) = [|0nl 2.

Pour une description exhaustive des FENQ c.f. Barndorf-Nielsen[1978] [1]
et Morris [1982] [3].

P.O. Goffard



Développement polynomial et troncature

e L’ensemble des polynomes est dense dans L*(F).
< {Q,} est donc une base orthogonale de L*(F).

@ Soit dFx une mesure de probabilité associée a une variable aléatoire X.
— dF i est la densité par rapport a dFf

° Si‘% ELZ( ) alors :

dFy Fx 0 0 0,(x
AFx ) = @y = N B0 (X :
a9 = 2 < o 7 ol ~ @M,

o La fonction de répartition F est alors :

f_ F(y)
HQ H2 '

L’approximation s’obtient alors par troncature de la série infinie :

< ) e ©n()AF(y)
_;E(Qn(x)) HQn”z .
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C.-L. Ruin Model

Definition et hypotheses

Soit {R(t);t > 0} le processus de réserve financiere :

N(@)
R(1) :u—l—pt—ZU,-,
i=1

@ u est la réserve initiale,
@ p est le montant des primes regues par unité de temps,
@ N(t) est un processus de Poisson simple d’intensité (3,

@ {U,}ien~ est une suite de variables aléatoires positives, i.i.d., de
fonction de répartition Fyy et de moyenne p.

Soit {S(¢); 7 > 0} le processus de surplus :
S(t) = u—R(1).
1 > 0 le chargement de sécurité définie par :

p=(1+mn)5p.
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C.-L. Ruin Model

Visualisation des processus de réserve et de surplus
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C.-L. Ruin Model

Probabilité de ruine ultime

Soit M = Sup{S(¢);t > 0}, la probabilité de ruine ultime est définie par :

(u) = P(M > u) = Fy(u).

3
|

La formule de Pollaczek-Khinchine
Dans le cadre du modele de Cramer-Lundberg, la probabilité de ruine peut
s’écrire :

w(”) = 1 - p anF*n 7

*F
ZU{, Fyi(x) = / Fub) g,
i—1 0 12

ol N suit une loi géométrique de parametre p = 8 “ < 1 et F}j} correspond a
F i convolué n fois avec elle-méme.

o

M

Voir Ruin probabilities par Asmussen et Albrecher [2001] [4].
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C.-L. Ruin Model

Développement polynomial pour la probabilité de ruine

ultime

La mesure de probabilité associée a M = >, U’ s’écrit :

dFy(x) = (1 —p)do(dx)+ Zp”dF
= (1= p)do(dx) 4+ dGy(x).
Si €9u ¢ [2(F) alors :

Gy, \ dGy O 0, (x)
aF =2 <ol 7 el

Ce qui donne pour la probabilité de ruine ultime :

dGy  Qn _ [, Qu(y)dF(y)
> < e T el

neN
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C.-L. Ruin Model

Approximation de la probabilité de ruine via la troncature

du développement polynomial

Approximation de la probabilité de ruine

o {F,;u € M} est une FENQ générée par F de moyenne /o,
o f(x,p) o< exp(¢(p)x — k(¢())) est la densité de F,, par rapport F.
Si ‘f—FM € L*(dF) alors :

) = Vil e (Guto(u)]
n=0 H=Ho
0.0

X
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Choix de la FENQ

dGy est une mesure de probabilité défaillante de support [0, +o0[.
Parmi les FENQ, la seule supportée sur [0, +o00[ est générée par la
distribution exponentielle.

dF (x) = e~ %d\(x)
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Ilustrations numériques

Calibration des simulations

Concernant le modele de ruine :
@ Le montant des primes p est égal a 1,

@ le chargement de sécurité 7 est égal 2 33% ce qui implique que
p =0.75.

Une visualisation graphique est proposée, avec en ordonnée :
Atp(u) = (u) — % (u),

pour une réserve initiale u et un ordre de troncature K (en abscisse).

— Differentes valeurs pour £ sont testées dont une égale a 7.
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Illustratio;

Montant de sinistres de loi exponentielle

fu(x) = e g+ (x) v =0,25
Ay(1)
0.06} £=6y/4
— £=5y/4
0.04} Fey
0.02} — £=3y/4
~ | | £=2y/4 .
=7 4 6 8
—0.02-/
~0.04]
~0.06!
~0.08f
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Illustrations numériques

Montant de sinistres de type-phase

2 3
fulx) = gErlang(3, 1)+ gErlang(2, 2/3) ~=0,1205
Ay(0.1) Ay(1)
— £=3y/2 £=3y/2
— &= 0.04} — &=y
£=y/2 \‘ £=y/2
0.02}|
M
K
\/
s——i K s 10 15 20 25
-0.02]
Ay (10)
=3y 0.10}, =32
— &= 005\ — &=
=2 é=y2
==p== 6 3 10
g 10K _oos
~0.10
-0.10 -0.15
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Illustrations numériques

Montant de sinistres de loi Gamma

efx/2
Ju(x) = ————1p+(x) v=0,1614
I'(1/2)v2x ’

Ayr(0.1) Ay(1)

0'066[ 0.03 — £=3y12
o 20X oo - 23/2

~0.002 001
~0.004 e - X
0006 & 27 ool V/ 20 ) 60 80
-0.008 £=y/2 -0.02 “
-0.010 -0.03

O%ﬂﬁ) Ay(10)

| — &= 0.05)\

005, — &=y \

“‘ 2 g T ¢ 5 10 12 13 K
5 10 15 20
-005
-0.05 — £=3y2
-0.10 -0.10 o 227/2
=)

015 -0.15

18/20



Ilustrations numériques

Conclusion

+ Une méthode numérique efficace
— L’approximation peut-&tre aussi précise que souhaitée par 1’utilisateur

+ Facile a comprendre et a implémenter
+ Il n’est pas nécessaire de discrétiser la distribution des montants.

— Limitée aux distributions a queue légere

Perspectives :
o Etude théorique de la sensitivité de I’approximation au paramétre &.

@ Approximation de la fonction de répartition de distributions composées
plus générale

@ Approximation de la probabilité de ruine en temps fini
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Ilustrations numériques
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Tableaux complémentaires

K
0 [ 5 [ 10 [15]20
67/4 || 0.06863 | -0.00062 | 0. 0.]o0.
5v/4 || 0.03539 | -0.00001 0. 0. | o.
£l 0. 0. 0. 0. | o.
3v/4 || -0.03767 | -0.00002 | 0. 0. | o.
2v/4 || -0.07777 | -0.00172 | -0.00004 | 0. | 0.

TABLE : Ecart entre la probabilité de ruine et son approximation pour le cas
exponentiel
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Tableaux complémentaires

K
0 [ 20 [ 40 [ 60 [ 8 [ 100
37/2 ][ 0.05596 | 0.00005 | 0.00001 | 0. 0. 0.
€| v | 001709 | 0.00018 | 0.00004 | 0.00001 | 0. 0.
~/2 || -0.0242 | 0.00253 | 0.00021 | 0.00004 | 0.00004 | 0.00003

TABLE : Ecart entre la probabilité de ruine et son approximation pour le cas
Phase-Type
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Tableaux complémentaires

K
0 25 50 75 100
3v/2 0.0342 0.0004 | -0.00016 | -0.00004 | 0.00005
13 ¥ -0.01529 | 0.00085 | 0.00006 | -0.00017 | -0.00009
~v/2 || -0.06892 | -0.00006 | 0.00091 | 0.00046 | 0.00007

TABLE : Ecart entre la probabilité de ruine et son approximation pour le cas

r(1/2,1/2)

P.O. Goffard
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Proof for the ruin probability approximation

Let’s start from :

+oo
b = Y < dGM? 0, > Ju_ CiAFR)

0./

+oo
S / 0l dGM ()fu 0, (V)dF(y)

2
2 10,1

+o0
_ /Qn Gy () G F ) (1)

2
HQnII

recall that :

1

0.() = Vi) { s}

M=o
"

= Vet { 2 erpotus— o)

K=k
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Proof for the ruin probability approximation

Re-injecting in (1), one gets :

P(u)

§j/¢%m){8nmm¢<n—nwwnﬁu dGy ()

neN =0
[ 0. (v)dF ()
11042

S Vet { e [ explo(unidcits) |

neN K=o

S5 0u(y)dF ()

|1Qn|?
+oo
R (6(1) S~ Qn)dF)
> vetuoy { e Gw<¢uo>}ﬂ_m i
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