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Les engagements de l’assureur:
Le modèle collectif

Soit un portefeuille de contrats d’assurance non-vie.
I Sur une période d’exercice donnée,

↪→ Le nombre de sinistres est modélisé par une variable aléatoire de
comptage N,

↪→ Les montants indemnisés forment une suite de variables aléatoires
positives, indépendantes et identiquement distribuées (Ui )i∈N.

I Les engagements de l’assureur sont modélisés par

X =
N∑

i=1

Ui ,

↪→ la suite {Ui}i∈N est indépendante de N.

X admet une distribution de probabilité composée.
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La dépendance des risques:
Le modèle collectif multivarié
Soit n portefeuilles de contrats d’assurance non vie,

I Les risques sont modélisés conjointement via
X1
...
Xn

 =


∑N1

j=1 U1j
...∑Nn

j=1 Unj

+
M∑

j=1


V1j
...
Vnj

 ,

↪→ N = (N1, . . . ,Nn) est un vecteur composé de variables aléatoire de
comptage,

↪→ (U1j )j∈N, . . . , (Unj )j∈N sont des suites de variables aléatoires
positives, et i.i.d..

↪→ {Vi}i∈N = {(V1i , . . . ,Vni )}i∈N est une suite de vecteur aléatoire
i.i.d.,

↪→ M est une variable aléatoire de comptage,
↪→ {Vi}i∈N, N, M et (Uj1)j∈N, . . . , (Ujn)j∈N, sont indépendants.
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La théorie de la ruine:
Une modèlisation dynamique

Soit un portefeuille de contrats d’assurance non-vie.
I soit un instant t ≥ 0,

↪→ Le nombre de sinistres est modélisé par un processus
stochastique de comptage {Nt}t≥0,

↪→ Les montants indemnisés forment une suite de variables aléatoires
positives, indépendantes et identiquement distribuées (Ui )i∈N.

I Les engagements de l’assureur à l’instant t sont égaux à

Xt =

Nt∑
i=1

Ui ,

↪→ la suite (Ui )i∈N est indépendante du processus {Nt}t≥0.
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La théorie de la ruine:
Une modèlisation dynamique

Soit un portefeuille de contrats d’assurance non-vie.

I La réserve financière allouée au portefeuille de contrats est
donnée par

Rt = u + ct −
Nt∑

i=1

Ui ,

↪→ u est la réserve initiale,
↪→ c est le montant des primes reçues par unité de temps.

I Le processus d’excédent de sinistre est défini par

St = u − Rt .
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La théorie de la ruine:
Une visualisation graphique
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Méthodes numériques:
Cartographie
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EXECUTIVE SUMMARY

Application de la méthode d’approximation polynomiale à deux
problèmes.

1. Évaluation de la probabilité de ruine ultime dans le modèle de
ruine de Poisson composé.
↪→ {Nt}t≥0 est un processus de Poisson simple d’intensité λ.

2. Étude d’un modèle collectif bivarié et application dans un
contexte de réassurance.
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Définition de la probabilité de
ruine

I Probabilité de ruine à horizon de temps infini,

ψ(u) = P
(

inf
t≥0

Rt < 0; R0 = u
)
.

I Probabilité de ruine à horizon de temps fini,

ψ(u,T ) = P
(

inf
t∈[0,T ]

Rt < 0; R0 = u
)
.

I Probabilité de non ruine à horizon de temps fini et infini ,

φ(u) = 1− ψ(u) φ(u,T ) = 1− φ(u,T ).
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Définition alternative de la
probabilité de ruine

I Instant de ruine et maximum du processus de surplus,

τu = inf{t ≥ 0 : Rt < 0} = inf{t ≥ 0 : St > u},

M = sup
t≥0

St , MT = sup
t∈[0,T ]

St .

I Probabilité de ruine à horizon de temps fini et infini,

ψ(u) = P (τu <∞) = P (M > u) ,

ψ(u,T ) = P (τu < T ) = P (MT > u) .

,
29 Juin 2015, Marseille 11/48



Le chargement de sécurité

Le coût moyen des sinistres par unité de temps est

1
t
E (Xt ) = λE(U).

I Le chargement de sécurité η est défini par,

c = (1 + η)λE(U).

I Net Benefit Condition
η > 0,

↪→ Si η < 0 alors ψ(u) = 1,
↪→ Si η > 0 alors ψ(u) < 1.
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Probabilité de ruine ultime: La
formule de Pollaczek-Khinchine

Dans le cadre du modèle de ruine de Poisson composé,

ψ(u) = P (M > u) M D
=

N∑
i=1

Vi ,

I N suit une loi géométrique de paramètre p = λE(U)
c < 1,

P(N = n) = (1− p)pn.

I (Vi )i∈N∗ est une suite de variables aléatoires positives, i.i.d. de
densité,

fV (x) =
P(U > x)

E(U)
.

I (Vi )i∈N∗ et N sont indépendantes.
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Notations:
Produit de convolution

I Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes de densité
fU et fV ,

fU+V (x) =

∫
fU(x − y)fV (y)dy ,

= (fU ∗ fV )(x).

↪→ Produit de convolution de fU et fV .

I Soit S =
∑n

i=1 Ui , la somme de n variables aléatoires i.i.d.,

fS(x) =

∫ ∫
. . .

∫
fU(x − y)fU(y)dy ,

= f (∗n)U (x).

↪→ fU convoluée n fois avec elle même.
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Notations:
Transformée de Laplace

La transformée de Laplace d’une variable aléatoire est définie par,

LU(s) = E
(
esU) =

∫
esx fU(x)dλ(x).

Ce qui donne pour la somme de variables aléatoires indépendantes:

LU+V (s) = LU(s)× LV (s),

LS(s) = [LU(s)]n .
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Distribution géométrique
composée

I La variable aléatoire M =
∑N

i=1 Ui admet une distribution
composée,

dPM(x) = P(N = 0)δ0(x) + dGM(x),

où

gM(x) =
+∞∑
n=1

P(N = n)f (∗n)V (x)

=
+∞∑
n=1

(1− p)pn
∫ ∫

. . .

∫
fV (x − y)fV (y)dy ,

et

ψ(u) = P(M > u)

=

∫ +∞

u

+∞∑
n=0

(1− p)pn
∫ ∫

. . .

∫
fV (x − y)fV (y)dydx .

,
29 Juin 2015, Marseille 16/48



Transformée de Laplace de la
probabilité de ruine
La transformée de Laplace de M est donnée par,

LM(s) = GN [LV (s)].

I GN est la fonction génératrice des probabilités de N,

GN(s) = E
(
sN) =

+∞∑
k=0

(1− p)pk sk

Ce qui implique que

LM(s) =
1− p

1− pLV (s)
,

puis

Lψ(s) =
1
s

[1 + LM(s)] .
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Méthode d’approximation
polynomiale en dimension 1

Soit X une variable aléatoire de loi de probabilité PX , de densité fX .
I ν est la mesure de probabilité de référence, de densité fν .

↪→ La loi de X est absolument continue par rapport à la mesure de
référence,

fX ,ν(x) =
dPX

dν
(x).

I {Qk}k∈N forme un système de polynômes orthonormaux par
rapport à ν,

< Qk ,Ql >=

∫
Qk (x)Ql (x)dν(x) = δkl , k , l ∈ N.

L’idée est de projeter fX ,ν sur la base de polynômes {Qk}k∈N.
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Méthode d’approximation
polynomiale en dimension 1

I La mesure de probabilité PX est absolument continue par rapport
à la mesure de référence ν,
↪→ Existence de dPX

dν .

I L’ensemble de polynômes est dense dans l’ensemble L2(ν),
↪→ {Qk}k∈N forme une base de L2(ν).

Si dPX
dν ∈ L2(ν), alors

dPX

dν
(x) =

+∞∑
k=0

ak Qk (x), x ∈ R,

avec
ak = E [Qk (X )] , ∀k ∈ N.
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Méthode d’approximation
polynomiale en dimension 1

I La densité de la variable aléatoire X admet la représentation
polynomiale,

fX (x) = fX ,ν(x)fν(x) =
+∞∑
k=0

ak Qk (x)fν(x).

I L’approximation est obtenue par troncature d’ordre K ,

f K
X (x) = f K

X ,ν(x)fν(x) =
K∑

k=0

ak Qk (x)fν(x).

Les approximations de la fonction de répartition et de la fonction de
survie s’obtiennent par intégration.
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Approximation polynomiale de la
probabilité de ruine

La mesure de probabilité associée à M =
∑N

i=1 Vi s’écrit

dPM(x) = (1− p)δ0(x) + dGM(x).

Si dGM
dν ∈ L2(ν) alors,

dGM

dν
(x) =

∑
k∈N

<
dGM

dν
,Qk > Qk (x).

L’approximation de la probabilité de ruine est obtenue après
troncature et intégration,

ψK (u) =
K∑

k=0

<
dGM

dν
,Qk >

∫ +∞

u
Qk (y)dν(y).
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Choix de la mesure de
probabilité de référence

dGM est une mesure de probabilité défaillante de support R+.

I La loi gamma Γ(m, r) admet un support sur R+, sa densité est
donnée par

dν(x) =
x r−1e−x/m

mr Γ(r)
dλ(x)

I Les polynômes orthogonaux par rapport à la mesure gamma
sont les polynômes de Laguerre généralisés.

Le choix des paramètres m et r est très important.
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Vérification de la condition
d’intégrabilité

Théorème
Soit X variable aléatoire continue, et positive.

H1 Il existe γX = inf{s > 0,LX (s) = +∞}.
H2 Soit a ≥ 0, l’application x 7→ fX (x) est strictement décroissante

pour x ≥ a.

Alors, pour x ≥ a,

fX (x) < A(s0)e−s0x , 0 < s0 ≤ γX .

Dans le cas de le probabilté de ruine, l’hypothèse H2 est vérifiée, et
γM = inf{s > 0,LgM (s) = +∞} est solution de l’équation

LV (s) = p−1.
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Vérification de la condition
d’intégrabilité

La condition d’intégrabilité s’écrit∫ [
dGM

dν
(x)

]2

dν(x) < +∞⇔
∫ +∞

0
g2

M(x)ex/mx1−r dx < +∞.

Par application de la majoration de gM , pour s0 < γM ,∫
g2

M(x)ex/mx1−r dx < A(s0)

∫
e−x(2s0− 1

m )x1−r dx .

On vérifie la condition d’intégrabilité avec

r ∈ (0,1] ,
1
m
∈ (0,2γM) .
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Décroissance des {ak}k∈N:
Premier résultat
La perte quadratique suite à l’approximation est donnée par

L
(
gM,ν ,gK

M,ν
)

=

∫ [
gM,ν(x)− gK

M,ν(x)
]2

dν(x)

=
+∞∑

k=K+1

a2
k .

⇒ Lien directe entre la décroissance et la qualité de l’approximation
en fonction de l’ordre de troncature.

Proposition

H1 x 7→ gM,ν(x) continue, deux fois dérivable

H2 gM,ν , g(1)
M,ν , g(2)

M,ν ∈ L2(ν)

ak = o
(

1
k

)
, k → +∞.
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Décroissance des {ak}k∈N:
Etude de la fonction génératrice

La densité de probabilité defaillante de M admet la représentation
polynomiale

gM(x) =
+∞∑
k=0

ak Qk (x)fν(x).

En prenant la transformée de Laplace

LgM (s) =

(
1

1− sm

)r

C
(

sm
1− sm

)
,

où C(z) =
∑+∞

k=0 ak ck zk , avec

ck =

√(
k + r − 1

k

)
.
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Décroissance des {ak}k∈N:
Etude de la fonction génératrice

La fonction génératrice des coefficients s’exprime en fonction de la
transformée de Laplace, avec

C(z) = (1 + z)−r LgM

[
z

m(1 + z)

]
.

I Obtention des coefficients par dérivation et évaluation en 0,

ak =
1

ck k !

[
C(k)(z)

]
z=0

.

NB: Le choix de m et r permet d’altérer la fonction génératrice pour la
rendre plus simple.
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Décroissance des {ak}k∈N: Cas
des montants de loi Γ(1, β)

Si Ui ∼ Γ(1, β), alors

LgM (s) =
p

1 + β
(1−p)s

,

et

C(z) =
pm(1 + z)1−r

m + z
(

m − δ
1−p

) .
I m = δ

1−p et r = 1
C(z) = p.

I a0 = p, et ak = 0 pour k ≥ 1.
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Illustrations numériques:
Cas des montants de loi Γ(α, β)

I Intensité du processus de Poisson: λ = 1,

I Montant de sinistres de loi Γ(2,1),

I Primes périodiques: c = 5,

I Coefficient d’ajustement: γM = 1
24

(
19−

√
265

)
.

La probabilité de ruine ultime est donnée par

ψ(u) = 0.461861e−0.441742u − 0.0618615e−1.35826u.

Plusieurs paramétrisations sont testées avec K = 40.

I La précision est mesurée à l’aide de l’écart relatif,

∆ψ(u) =
ψApprox (u)− ψ(u)

ψ(u)
.
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Illustrations numériques:
Cas des montants de loi Γ(α, β)
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Illustrations numériques:
Cas des montants de loi Γ(α, β)
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Illustrations numériques:
Cas des montants de loi Γ(α, β)

,
29 Juin 2015, Marseille 32/48



Illustrations numériques:
Cas des montants de loi U(α, β)

I Intensité du processus de Poisson: λ = 1,

I Montant de sinistres de loi U(0,100),

I Primes périodiques: c = 80,

I Coefficient d’ajustement: γM = 0.013,

I Ordre de troncature des polynômes: K=40.

La probabilité de ruine ultime n’est pas disponible explicitement.
I L’approximation via l’inversion de la transformée de Fourier sert

de référence.
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Illustrations numériques:
Cas des montants de loi U(α, β)
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Deux assureurs et un réassureur:
Modèle collectif bivarié.

Soit 2 portefeuilles de contrats d’assurance non vie associés à la
même branche d’activité et appartenant à deux assureurs.

I Les risques sont modélisés conjointement via(
X1

X2

)
=

( ∑N1
j=1 U1j∑N2
j=1 U2j

)
+

M∑
j=1

(
V1j

V2j

)
,

I N1 et N2 sont supposées indépendantes,

I Approximation polynomiale de la densité jointe du vecteur
(X1,X2).
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Un contrat de réassurance
non-proportionnelle global

Le réassureur propose à l’assureur i un contrat de réassurance non
proportionnelle de seuil de rétention bi et de portée ci , pour
i ∈ {1,2}.

La loi jointe de (X1,X2) est utile

I Tarifer le contrat de réassurance à seuils de rétention, et portées
fixées.

I L’étude de l’exposition au risque du réassureur modélisé par

Z = min
[
(X1 − b1)+ , c1

]
+ min

[
(X2 − b2)+ , c2

]
,

où (.)+ désigne la partie positive.
↪→ Value-at-Risk de Z et marge de solvabilité.
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Méthode d’approximation
polynomiale en dimension 2

Soit (X1,X2) un vecteur aléatoire de loi de probabilité PX1,X2 , de
densité fX1,X2 .

I ν est la mesure de probabilité de référence, construite via le
produit de deux mesures,

ν(x1, x2) = ν1(x1)× ν2(x2),

fν(x1, x2) = fν1 (x1)× fν2 (x2).

I {Qνi
k }k∈N forme un système orthonormal de polynômes par

rapport à νi , pour i ∈ {1,2}.
I {Qk,l}k,l∈N forme un système orthonormale de polynômes par

rapport à ν, avec

Qk,l (x1, x2) = Qν1
k (x1)Qν2

l (x2), k , l ∈ N.
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Méthode d’approximation
polynomiale en dimension 2

La méthode d’approximation polynomiale s’étend naturellement en
dimension supérieure:

I Valide sous réserve de vérifier une condition d’intégrabilité.

I Borne exponentielle pour la densité jointe, et choix ad hoc des
paramètres de la mesure de référence.

I Lien entre la transformée de Laplace multivariée, et la fonction
génératrice des coefficients de la représentation polynomiale.
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Approximation polynomiale pour
le modèle collectif bivarié

La distribution de probabilité du vecteur aléatoire(
X1

X2

)
=

( ∑N1
j=1 U1j∑N2
j=1 U2j

)
+

M∑
j=1

(
V1j

V2j

)

=

(
W1

W2

)
+

(
Y1

Y2

)
,

admet de nombreuses singularités.
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Choix de la mesure de
probabilité de référence

I La distribution de

(
W1

W2

)
=

( ∑N1
j=1 U1j∑N2
j=1 U2j

)
, est donnée par

dPW1,W2 (w1,w2) = fN1 (0)fN2 (0)δ0,0(w1,w2)

+ dGW1 (w1)× dGW2 (w2)

+ fN1 (0)dGW2 (w2)× δ0(w1)

+ fN2 (0)dGW1 (w1)× δ0(w2).

I Approximation polynomiale univariée de GWi , pour i = 1,2.
↪→ Mesure de référence gamma et polynômes de Laguerre

généralisés.
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Choix de la mesure de référence

I La distribution de

(
Y1

Y2

)
=

M∑
j=1

(
V1j

V2j

)
, est donnée par

dPY1,Y2 (y1, y2) = fM(0)δ0,0(y1, y2) + dGY1,Y2 (y1, y2).

dGY1,Y2 est une mesure de probabilité défaillante de support R2
+.

I La mesure ν est définie par le produit de deux mesures gamma.
↪→ νi est une mesure Γ(mi , ri ), pour i = 1, 2.
↪→ {Qνi

k }k∈N est une suite de polynômes de Laguerre généralisés,
pour i = 1, 2.
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Illustrations numériques:
Fonction de survie de (Y1,Y2)

I M est de loi géométrique NB(1,3/4),
I (V1,V2) est de loi exponentielle bivariée DBVE(ρ, µ1, µ2),

↪→ ρ = 1
4 ,

↪→ µ1 = µ2 = 1,

I L’approximation polynomiale est comparée à des approximations
de Monte-Carlo.

La paramétrisation

m1 =
1

(1− p)µ1
, m2 =

1
(1− p)µ2

, r1 = r2 = 1.

conduit à
C(z1, z2) =

1
1 + z1z2(p2 − ρ(1− p)2 − p)

,

et
ak,l =

[
p2 − ρ(1− p)2 − p

]k
δkl , k , l ∈ N.
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Illustrations numériques:
Fonction de survie de (Y1,Y2)
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Illustrations numériques:
Distribution de (X1,X2)

I N1 et N2 sont de loi géométrique NB(1,3/4),
I {U1j}j∈N et {U2j}j∈N sont des suites de variables i.i.d. de loi

Γ(1,1),
↪→ Densité disponible explicitement pour la distribution géométrique

composée exponentielle.

I Approximation de la fonction de survie de (X1,X2).

I Seuils de rétention: c1 = c2 = 1,

I Portées: b1 = b2 = 4,

I Approximation de la fonction de survie de

Z = min
[
(X1 − b1)+ , c1

]
+ min

[
(X2 − b2)+ , c2

]
.

I Les approximations polynomiales sont comparées aux
approximations de Monte-Carlo.
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Illustrations numériques:
Fonction de survie de (X1,X2)
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Illustrations numériques:
Coût de la réassurance

z Monte Carlo approximation Polynomial approximation

0 0.90385 0.898808
2 0.73193 0.724774
4 0.44237 0.435013
6 0.24296 0.237576
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Conclusions et
Perspectives

I La méthode d’approximation polynomiale est une méthode
numérique efficace:
↪→ Approximation de la probabilité de ruine ultime dans le modèle de

ruine de Poisson composée,
↪→ Approximation de la densité jointe dans un modèle collectif bivarié

avec des applications intéressantes en réassurance.

Perspectives

I Applications à l’approximation de fonctions en actuariat et dans
d’autres domaines des probabilités appliquées.

I Applications statistiques lorsque des données sont disponibles,

↪→ Obtention d’un estimateur semi-paramétrique de la densité de
probabilité.
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Méthode d’approximation 1:
l’algorithme de Panjer

Famille de Panjer
N admet une distribution de Panjer si

fN(k + 1) =

(
a +

b
k

)
fN(k)

Et son algorithme récursif
Si U admet une loi de probabilité discrète alors V et M aussi et

fM(k) =

GN (fU(0)) si k = 0
1

1−afV (0)

∑k
j=1

(
a + bj

k

)
fV (j)fM(k − j) si k ≥ 1
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Méthode d’approximation 2:
Inversion de Fourier

Défnition de la transformée de Fourier
Soit x 7→ g(x) avec x ∈ R, sa transformée de Fourier est donnée par

Lg(is) =

∫ +∞

0
eisxg(x)dx

Et sa formule d’inversion
Si
∫ +∞
−∞ |Lg(is)|ds < +∞, et g fonction continue et bornée alors

g(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−isxLg(is)ds

,
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Méthode d’approximation 2:
Inversion de Fourier

Soit

g(u) =

{
e−utψ(u) Si u ≥ 0

g(−u) Si u < 0

alors

ψ(u) =
2eua

π

∫ +∞

0
cos(uy)< [Lψ(a + iy)] dy

puis

ψ̃(u) =
2eua

π
h

{
1
2
< [Lψ(a)] +

+∞∑
k=1

cos(ukh)< [Lψ(a + ikh)]

}
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Méthode d’approximation 3:
Moments exponentiels

I Approximation de la fonction de répartition par une binomiale
mélange

I Y une variable aléatoire continue, à valeur sur [0,1] et de loi PY

↪→ Paramètre d’une loi binomial mélange de fonction de répartition

Bn,PY (y) =

bnyc∑
k=0

∫ 1

0

(
n
k

)
zk (1− z)n−k dPY (z)

=

bnyc∑
k=0

(
n
k

)
E
[
Y k (1− Y )n−k]

=

bnyc∑
k=0

n∑
j=k

(
n
j

)(
j
k

)
(−1)j−kE

(
Y j)
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Méthode d’approximation 3:
Moments exponentiels

I La méthode est basée sur le résultat de convregence suivant∫ 1

0

bnyc∑
k=0

(
n
k

)
zk (1− z)n−k dPY (z)→

∫ 1

0
1z<y dPY (z), n→ +∞

La fonction de répartition est approchée par

FY (y) ≈
bnyc∑
k=0

n∑
j=k

(
n
j

)(
j
k

)
(−1)j−kE

(
Y j) .

I X variable aléatoire sur R+.
↪→ Changement de variable Y = e−cX avec 0 < c < 1,

F X (x) ≈
bne−cxc∑

k=0

n∑
j=k

(
n
j

)(
j
k

)
(−1)j−kLX (−jc).
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Comparaison:
Monte Carlo VS Polynômes
Exemple: Distribution de Poisson composé [P(2), Γ(3,1)],

I Ordre de troncature: K=75⇒ 20 sec,
↪→ 600 000 simulations de Monte Carlo.
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Comparaison:
Monte Carlo VS Polynômes

,
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Application Statistique:
Définition de l’estimateur
Soit X1, . . . ,Xn un échantillon de taille n.

I L’approximation polynomiale de la densité admet la forme

f K
X (x) = f K

X ,ν(x)fν(x) =
K∑

k=0

ak Qk (x)fν(x).

I La formule d’approximation se transforme en estimateur de la
densité, avec

f̂ K
X (x) = f̂ K

X ,ν(x)f̂ν(x) =
K∑

k=0

âk Qk (x)f̂ν(x).

La procédure d’estimation comprend,

1. une estimation paramétrique de la mesure de référence,

2. une estimation non paramétrique des coefficients de la
représentation polynomiale.
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Application Statistique:
Définition de l’estimateur
L’expression des coefficients de la représentation polynômiale est

an = E [Qk (X )] , k ∈ N.

Un estimateur sans biais de ak est donné par

Zk =
1
n

n∑
i=1

Qk (Xi ), k = 1, . . . ,K ,

sa variance est notée σ2
k,n = V(Zk ).

I les coefficients de la représentation polynomiale sont estimés par

âk = wk Zk ,

où w = (w1, . . . ,wK ) est le modulateur.
↪→ Permet une optimisation de l’erreur moyenne quadratique intégrée.

I Dans la suite K = n.
,
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Application Statistique:
EQMI

L’Erreur Quadratique Moyenne Intégrée est donnée par

EQMI(f̂ n
X ,ν , f

n
X ,ν) = E

∫ [
f̂X ,ν(x)− fX ,ν(x)

]2
dx

=
n∑

k=1

(1− wk )2a2
k +

+∞∑
k=n+1

a2
k

+
n∑

k=1

w2
k σ

2
k,n.

L’Erreur Quadratique Moyenne Intégrée modifiée est optimisée,

EQMI(f̂ n
X ,ν , f

n
X ,ν) =

n∑
k=1

w2
k σ

2
k,n +

n∑
k=1

(1− wk )2a2
k .
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Application Statistique:
EQMI

Les quantités a2
k , et σ2

k,n sont estimés sans biais via

σ̂2
k,n =

1
n(n − 1)

n∑
i=1

[Qk (Xi )− Zk ]2 , k = 1, . . . ,n,

â2
k = max

(
Z 2

k − σ̂2
k,n,0

)
, k = 1, . . . ,n.

L’Erreur Quadratique Moyenne Intégrée est estimée par

ÊQMI
(

f̂ n
X ,ν , f

n
X ,ν

)
=

n∑
k=1

w2
k σ̂

2
k,n +

n∑
k=1

(1− wk )2â2
k .
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Application Statistique:
Modulateur SME

La classeMSME désigne les modulateurs de Sélection de Modèle
Emboités tels que w = (1, . . . ,1,0, . . . ,0).

I Optimisation en calculant l’EQMI ∀w ∈MSME .

Illustration: Estimation de la densité d’une distribution Inverse
Gaussian, IG(λ, µ), de densité

fX (x) =


√

λ

x3 e
−λ(x−µ)2

2µ2x

√
2π

, x > 0,

0, Sinon.

I Temps de passage à un niveau fixé d’un mouvement brownien
avec drift,

I pour l’exemple λ = 2, et µ = 4.
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Application Statistique:
Visualisation des données
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Application Statistique:
EQMI
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Application Statistique:
Obs=10
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Application Statistique:
Obs=100
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Application Statistique:
Obs=500
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Application Statistique:
Obs=1000
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Application Statistique:
Distribution Composé

I Echantillon de charges totales: (X1, . . . ,Xn),

I Echantillon de nombre de sinistres: (N1, . . . ,Nn),

I Echantillon de montants de sinistres:
(U1, . . . ,UN1 , . . . ,UN1+...+Nn ).

La taille de l’échantillon pour les charges totales, et les nombres de
sinistres est potentiellement faible.

I Beaucoup d’observations sont disponibles pour les montants de
sinistres.
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Application Statistique:
Distribution Composé

Full Parametric
I Tests d’adéquation pour calibrer la loi des montants et des

fréquences,

I Inférence statistiques de paramètres,

I Méthode d’approximation.
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Application Statistique:
Distribution Composé

Full NonParametric
I Inférence des paramètres de la mesure de référence,

↪→ Sur la base de quelles observations?

I Coefficients de la représentation polynomiale estimés à l’aide de
(X1, . . . ,Xn).
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Application Statistique:
Distribution Composé

Semi-Parametric
I Calibration d’une loi pour la fréquence des sinistres.
I Inférence des paramètres de la loi pour la fréquence,

↪→ Utilisation de (N1, . . . ,Nn).

I Coefficients de la représentation polynomiale estimés à l’aide de
(U1, . . . ,UN1 , . . . ,UN1+...+Nn ), et d’une relation de récurrence
entre les moments de X , N, et U.
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