
EXAMEN FINAL

Théorie de la mesure � 2018-2019

Pierre-O Go�ard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.

• La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.

• Vous devez justi�er vos réponses de manière claire et concise.

• Vous devez écrire de la manière la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse

�nale.

Question: 1 2 3 4 Total

Points: 2 2 8 8 20

Score:

1. Soit pΩ,A, µq un espace mesuré. Soient A,B P A.
(a) (1 point) Montrer que

µpAYBq � µpAq � µpBq � µpAXBq

Solution:

µpAYBq � µrpA{AXBq YBs � µpA{AXBq � µpBq � µpAq � µpAXBq � µpBq.

(b) (1 point) Montrer que l'application dé�nie par

µApBq �
µpAXBq

µpAq

est une mesure de probabilité.

Solution: Nous avons

• µApHq � µpAXHq
µpAq � µpHq

µpAq � 0
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• Soit pAnqnPN une suite de parties disjointes de A,

µA

�¤
nPN

An

�
�
µ pAX

�
nPNAnq

µpAq
�
µ p
�
nPNAXAnq

µpAq
�

°
nPN µ pAXAnq

µpAq
�
¸
nPN

µApAnq.

muA est une mesure. De plus, comme

µApΩq �
µpAX Ωq

µpAq
�
µpAq

µpAq
� 1.

alors muA est une mesure de probabilité.

2. Soit T � tA P PpRq ; A � �Au, où �A � t�x ; x P Au.

(a) (1 point) Montrer que T est une tribu sur R

Solution:

• Pour x P R, on a �x P R donc R P T

• Pour x P Ac, on a �x R A donc �x P Ac. On en déduit que Ac P T

• Soit pAnqnPN P T , si x P
�
nPNAn alors il existe n P N tel que x P An, donc �x P An

puis �x P
�
nPNAn. On en déduit que

�
nPNAn P T .

T est bien une tribu.

(b) (1 point) Montrer que T 1 � tA P BpRq ; A � �Au est une tribu.

Solution: T 1 � T X BpRq est une tribu en tant qu'intersection de deux tribus.

3. La fonction gamma est dé�nie par

Γpxq �

» 8
0
tx�1e�tdt, x ¡ 0.

et la fonction beta est dé�nie par

Bpx, yq �

» 1

0
tx�1p1� tqy�1dt, x, y ¡ 0.

(a) (1 point) Montrer que

Γpx� 1q � xΓpxq

Solution: Intégration par partie.

(b) (2 points) En déduire que

Γpnq � pn� 1q!

et

Γpn� 1{2q � Γp1{2q
p2nq!

22nn!
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Solution: On a

Γpnq � pn� 1qΓpn� 1q � . . . � n!Γp0q � n!

et

Γpn� 1{2q � pn� 1� 1{2qΓpn� 1� 1{2q � . . . � Γp1{2q
p2n� 1qp2n� 3q . . . 1

2n

� Γp1{2q
2n!

2np2nqp2n� 2q . . . 2
� Γp1{2q

2n!

22nn!

(c) (2 points) A l'aide du changement de variable

#
t � u� v

s � u{pu� vq
, établir que

»
R��R�

fpu� vqux�1vy�1dudv � Bpx, yq

» �8
0

tx�y�1fptqdt,

où f : R� ÞÑ R� est une fonction borelienne.

Solution: L'application associée au changement de variable est donnée par

φ : ps, tq ÞÑ pst, tp1� sqq,

de Jacobien

DetJφ �

���� s t
1� s �t

���� � �t.

On pose g : pu, vq ÞÑ fpu� vqux�1vy�1. Par application de la formule de changement de

variable, il vient»
R��R�

gpu, vqdudv �

»
φpR��R�q

gpφps, tqq|DetJφ|dsdt

�

»
R��r0,1s

fptqsx�1p1� sqy�1tx�y�1dsdt.

(d) (1 point) En déduire la formule suivante

Bpx, yq �
ΓpxqΓpyq

Γpx� yq
.

Solution: On pose fptq :� e�t.

(e) (2 points) Calculer Γp1{2q.

Solution: On �xe x � y � 1{2 et on calcule

Bp1{2, 1{2q �

» 1

0

1a
tp1� tq

dt � . . . � π,

en réarrangeant sous la racine carré et en appliquant le changement de variable u � 2t�1.
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4. On souhaite calculer l'intégrale de Dirichlet,» �8
0

sin t

t
dt,

à l'aide d'une intégrale à paramètre.

(a) (2 points) Montrer que
³�8
0

sin t
t dt est convergente.

Solution: La fonction t ÞÑ sin t
t est continue sur p0,8q et donc localement intégrable.

La fonction se prolonge par continuité en 0 avec lim
tÑ0

sin t
t � 1. Au voisinage de 8, une

intégration par partie donne» �8
π{2

sin t

t
dt � �

cospMq

M
�

» �8
π{2

cos t

t2
dt.

Comme cos t
t2

�
tÑ�8

1
t2

alors l'intégrale converge.

(b) (2 points) Montrer que t ÞÑ sin t
t n'est pas intrégrable par rapport à la mesure de Lebesgue

sur R�.
Indication:

Dé�nir la suite de fonctions

fnptq �
sin t

t
Irnπ,pn�1qπsptq, n ¥ 0,

trouver un équivalent pour la suite

un �

»
R�

|fnptq|dλptq, pour nÑ �8.

Solution: On note que
³nπ
0

| sinptq|
t dt �

°n�1
k�0 un. On remarque ensuite que

un �

» pn�1qπ

nπ

| sinptq|

t
dt

�

» π
0

| sinpu� nπq|

u� nπ
du

�

» π
0

| sinpuq|

u� nπ
du

�
1

nπ

» π
0
| sinpuq|

nπ

u� nπ
du.

Comme | sinpuq| nπ
u�nπ ¤ 1 alors par convergence dominée on a

» π
0
| sinpuq|

nπ

u� nπ
duÑ

» π
0
| sinpuq| � 2.

On en déduit que un �
nÑ8

2
nπ puis que l'intégrale

³
R�

sinptq
t dλptq �

°�8
n�0

³
fnptqdλptq

diverge.
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(c) (2 points) On pose

F pxq �

» �8
0

sin t

t
e�xtdt, x ¥ 0.

Montrer que F est dérivable sur s0,�8r et que

F 1pxq � �
1

1� x2
.

Indication: On notera que sin t � �Impe�itq et on n'hésitera pas à sortir l'operateur partie

imaginaire de l'intégrale si nécessaire.

Solution: La fonction px, tq ÞÑ fpx, tq � sin t
t e

�xt admet pour dérivée partielle rapport à

x la fonction t ÞÑ Bf
Bx px, tq � � sinptqe�xt qui est continue sur p0,8q pour tout x ¥ 0. De

plus, pour tout x ¡ a, avec a ¡ 0,����BfBx px, tq
���� � | sin t|e�at   e�at.

On peut toujours trouver un voisinage de x ¡ 0 de la forme sa,8r, par le théorème de

la continuité de l'intégrale à paramètre, on conclut que F pxq est dérivable. On poursuit

avec le calcul de la dérivée,

F 1pxq �

» �8
0

Bf

Bx
px, tqdt

�

» �8
0

� sin te�xtdt

� Im

�» �8
0

e�tpi�xqdt



� Im

�
1

i� x




� �
1

1� x2
.

(d) (2 points) Calculer F(x) et en déduire la valeur de
³�8
0

sin t
t dt.

Solution: En intégrant F 1pxq entre u ¤ v, on obtient

F pvq � F puq � arctanpuq � arctanpvq.

Puis en faisant tendre u vers l'in�ni il vient

F pvq �
π

2
� arctanpvq,

car

F puq  

» �8
0

e�utdt �
1

u
Ñ
uÑ8 0.

On en déduit que
³�8
0

sin t
t dt � π

2 en posant v � 0.
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FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES

Fonction Ensemble de dé�nition Dérivée

sinx R cosx

cosx R � sinx

tanx
�
nPZ snπ � π{2, nπ � π{2r 1� tan2 x

arccosx r�1, 1s � 1?
1�x2

arcsinx r�1, 1s 1?
1�x2

arctanx R 1
1�x2
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