
EXAMEN DEUXIÈME SESSION

Théorie de la mesure et intégration– 2019-2020
Pierre-O Goffard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.

• La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.

• Vous devez justifier vos réponses de manière claire et concise.

• Vous devez écrire de la manière la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse
finale.

Question: 1 2 3 4 5 6 7 Total

Points: 3 1 3 3 3 0 0 13

Score:

1. (a) (1 point) Soient A1, . . . , An � Ω, montrer que

¤
n¥1

Acn �
�£
n¥1

An

�c

Solution: On procède par double inclusion,

• Supposons que x P �n¥1A
c
n, alors Dn ¥ 1 tel que x P Acn puis x R An et donc

x R �n¥1An, puis finalement x P ��n¥1An
�c

• Supposons que x P ��n¥1An
�c alors x R �n¥1An alors Dn ¥ 1 tel que x R An,

donc x P Acn et finalement x P �n¥1A
c
n.

(b) (1 point) Soit µ une mesure sur l’espace mesurable pR,BRq de densité

fµpxq � xe�x
2{2Ix¡0

par rapport à la mesure de Lebesgue. Calculer µpr0, 1sq.
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Solution: 1� e�1{2

(c) (1 point) Montrer que

0 ¤
» 2

0

e�x2{2?
2π

dx ¤ 2?
2π

Solution: On note que e�x2{2   1 pour x P r0, 2s

2. (a) Soit pΩ,A une espace mesurable et xΩ. Montrer que l’application

δx : A ÞÑ r0,�8q,
tel que

δxpBq �
#

1, si x P B,
0, sinon.

avec B P A, est une mesure.

Solution:

(i) x R H donc δxpHq � 0

(ii) Soient pAnqnPN� P A une suite d’évènements disjoints. Si x P �nPN� An alors
Dn P N� tel que x P An et x R Am pour m � n (les An sont disjoints). On en déduit
que

δx

� ¤
nPN�

An

�
� 1 �

¸
nPN�

δxpAnq.

De la même façon si x R �nPN� An alors

δx

� ¤
nPN�

An

�
� 0 �

¸
nPN�

δxpAnq.

(b) (1 point) Soit µ une mesure sur l’espace mesurable pR,BRq de densité

fµpxq � xe�xIx¡0

par rapport à la mesure de Lebesgue. Calculer µpr0, 1sq.
Solution: 1� 2e�1

(c) Montrer que

0 ¤
» π{2
π{4

sinplnp1� uqqdu ¤
?

2

2
.

Solution: Comme 0 ¤ lnp1 � uq ¤ u pour u ¥ 0 et que u ÞÑ sinpuq est croissante pour
u P p0, π{2q alors » π{2

π{4
sinplnp1� uqqdu ¤

» π{2
π{4

sinpuqdu �
?

2

2
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3. (a) (1 point) Montrer que l’application x ÞÑ 1�e�x2y

x2
est intégrable sur r0,�8q

Solution: L’application f : x ÞÑ 1�e�x2y

x2
est continue sur p0,�8q.

• Pour x Ñ 0, on a fpxq Ñ y. f est prolongeable par continuité et donc intégrable
en 0

• Pour xÑ �8, fpxq � 1{x2 donc intégrable.

(b) (2 points) On définit F pyq � ³�80 fpx, yqdλpxq. Montrer que F est dérivable et calculer sa
dérivée.

Solution: Pour tout y ¡ 0, l’application est f : px, yq ÞÑ 1�e�x2y

x2
dérivable avec

Bf
By px, yq � e�x

2y

et ����BfBy px, yq
����   e�x

2y0

où 0   y0   y. Comme x ÞÑ e�x2y0 est intégrable alors en appliquant le théorème de
dérivation sous l’intégrale, on obtient

F 1pyq �
?
π

2
?
y
.

4. (a) (1 point) Calculer la limite

lim
nÑ�8

» 1

0

1?
x

sin

�
1

nx



dx.

Solution: Soit la suite de fonction définie par

fnpxq � 1?
x

sin

�
1

nx



, n ¥ 0.

Il s’agit d’une fonction intégrable sur r0, 1s qui vérifie |fnpxq|   x�1{2. Comme x ÞÑ x�1{2

est une fonction intégrable sur r0, 1s et que lim
nÑ8fnpxq � 0 alors il vient par copnvergence

dominée

lim
nÑ�8

» 1

0

1?
x

sin

�
1

nx



dx � 0.

(b) (2 points) Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et f : pΩ,Aq ÞÑ pR,BRq. Montrer que l’application
définie par

fapωq �

$'&
'%
�a si fpωq   �a
fpωq si fpωq P r�a, as
a si fpωq ¡ a
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est mesurable.

Solution: f est mesurable car elle peut s’écrire comme combinaison linéaire de fonctions
mesurables.

5. (a) (2 points) Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et f : Ω ÞÑ R� une application mesurable
positive. Montrer que l’application définie par

λpAq �
»
A
fdµ, A P A

est une mesure sur pΩ,Aq.
Solution:

(i) λpHq � ³H fdµ � 0 car µpHq � 0

(ii) Soit pAnqnPN� une suites d’évènements disjoints. On a d’une part

λ

� ¤
nPN�

An

�
�
»
�

nN� An

fdµ �
»

Ω

¸
nPN�

IAnfdµ

La suite fn �
°n
k�1 IAk

f est une suite croissante de fonctions positives donc par
croissance monotone»

Ω

¸
nPN�

IAnfdµ �
»

Ω
lim

ņ

k�1

IAk
fdµ � lim

»
Ω

ņ

k�1

IAk
fdµ � lim

ņ

k�1

»
Ω
IAk

fdµ �
¸
nPN�

λpAnq

(b) (1 point) Calculer la limite

lim
nÑ�8

»
p�8,�8q

e1�cos2npxqe�|x|dλpxq.

Solution: La suite de fonction fnpxq � e1�cos2npxqe�|x|, n ¥ 0 vérifie |fnpxq|   e1�|x|, où
x ÞÑ e2�|x| est intégrable. Comme fnpxq Ñ e1�|x| lorsque nÑ �8 alors par convergence
dominée

lim
nÑ�8

»
p�8,�8q

e1�cos2npxqe�|x|dλpxq � 2e1

6. (a) Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et pgnqn¥1 une suite de fonctions mesurables à valeur dans
R�. Montrer que »

Ω

�8̧

n�1

gndµ �
�8̧

n�1

»
Ω
gndµ

Solution: Voir les notes de cours.

(b) Monter que » �8
0

xs�1

ex � 1
dx � Γpsqζpsq,

Page 4 of 6



Théorie de la mesure et intégration EXAMEN DEUXIÈME SESSION

où Γpsq � ³�80 e�xxs�1dx et ζpsq � °�8
n�1 n

�s.

Solution: On a

Γpsqζpsq �
» �8

0

8̧

n�1

e�x
�x
n

	s�1 1

n
dx

�
» �8

0

8̧

n�1

e�nyys�1dy

�
» �8

0

ys�1

ex � 1
dy

7. (a) Calculer l’intégrale »
p0,�8q2

1

p1� x2yqp1� yqdλ2px, yq

en intégrant d’abord par rapport à x.

Solution: » �8
0

» �8
0

1

p1� x2yqp1� yqdxdy �
π2

4

(b) En déduire la valeur de l’intégrale » �8
0

lnpxq
x2 � 1

dx

en intégrant par rapport y.

Solution:» �8
0

» �8
0

1

p1� x2yqp1� yqdydx �
» �8

0

» �8
0

x2

px2 � 1qp1� x2yq �
1

p1� x2qp1� yqdydx

�
» �8

0

1

x2 � 1

�
ln

�
1

1� y
� x2 y

1� y


�8
0

dx � 2

» �8
0

lnpxq
x2 � 1

dx

puis
³�8
0

lnpxq
x2�1

dx � π2

8
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FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES

Fonction Ensemble de définition Dérivée

sinx R cosx

cosx R � sinx

tanx
�
nPZ snπ � π{2, nπ � π{2r 1� tan2 x

arccosx r�1, 1s � 1?
1�x2

arcsinx r�1, 1s 1?
1�x2

arctanx R 1
1�x2
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