EXAMEN DEUXIEME SESSION

Théorie de la mesure et intégration— 2019-2020
Pierre-O Goffard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.
e La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.
e Vous devez justifier vos réponses de maniére claire et concise.

e Vous devez écrire de la maniére la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse

finale.
Question: 1 2 3 4 5 6 7 Total
Points: 3 1 3 3 3 0 0 13
Score:

1. (a) (1 point) Soient Aj,..., A, <, montrer que

- (na)

n>1 nz=1

Solution: On procéde par double inclusion,

e Supposons que x € | J,- AY, alors 3n > 1 tel que x € Aj, puis = ¢ A, et donc
& ¢ (p>1 An, puis finalement z € (1,5, Ap)°

e Supposons que T € (ﬂn>1 An)c alors = ¢ ﬂn>1 A, alors dn > 1 tel que = ¢ A,
donc x € Aj, et finalement x € |, A5

(b) (1 point) Soit y une mesure sur l’espace mesurable (R, Bg) de densité
fulz) = 1‘6712/2115,;>0

par rapport a la mesure de Lebesgue. Calculer p(]0,1]).
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Solution: 1 — ¢~ 1/2

(¢) (1 point) Montrer que
o< J2 esz/Qd - 92
~ —F—ax X T
0 V2w V2T
Solution: On note que e */2 < 1 pour z € [0, 2]

2. (a) Soit (€2,.A une espace mesurable et x{). Montrer que lapplication
0z : A [0, +0),

tel que
1, sixeB,
5:10(3) = {

0, sinon.
avec B € A, est une mesure.

Solution:

(i) z ¢ & donc 6,(F) =0

(ii) Soient (Ay),en* € A une suite d’événements disjoints. Si x € |J,on* An alors
dn € N* tel que x € A, et x ¢ A, pour m # n (les A, sont disjoints). On en déduit

que
bz ( U An> =1= ) 6:(An).

neN* neN*

De la méme fagon si z ¢ [ J,,cn+ A alors

Oz ( U An> =0= ) 5:(An).

neN* neN*
(b) (1 point) Soit y une mesure sur l’espace mesurable (R, Bg) de densité
fulz) = ze " Ii=0
par rapport a la mesure de Lebesgue. Calculer p(]0,1]).
Solution: 1 —2¢~!
(¢) Montrer que

sin(In(1 + u))du <

o
/A
S

2
[\)
S

Solution: Comme 0 < In(1 + u) < u pour u > 0 et que u — sin(u) est croissante pour
u € (0,7/2) alors
/2 \/5

/2
J sin(In(1 + u))du < J sin(u)du = —
/4 /4 2
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o2 .
3. (a) (1 point) Montrer que I'application x +— 1_‘;2 ® est intégrable sur [0, +00)

a2 i
Solution: L’application f : z — 1_;2 ” est continue sur (0, +00).

e Pour z — 0, on a f(x) — y. f est prolongeable par continuité et donc intégrable
en (

e Pour ¥ — +o0, f(x) ~ 1/2? donc intégrable.

(b) (2 points) On définit F(y) = (7% f(z,y)d\(z). Montrer que F est dérivable et calculer sa

= Jo
dérivée.
a2 _

Solution: Pour tout y > 0, Papplication est f : (z,y) — 1_32 Y dérivable avec

of 2

Y opy) = e~y

ay( )
et

‘ of

2
, < —Z7Yo
2 (z y)‘ e

ou 0 < yp < y. Comme z — e~TU0 est intégrable alors en appliquant le théoréme de
dérivation sous l'intégrale, on obtient

Fl(y) = 2@

4. (a) (1 point) Calculer la limite

. L1 /1
lim —sin | — ] dz.
n>+oo Jo A/T ne

Solution: Soit la suite de fonction définie par

Il s’agit d’une fonction intégrable sur [0, 1] qui vérifie | f,(z)| < /2. Comme z > 2~ 1/2
est une fonction intégrable sur [0, 1] et que lim f,,(z) = 0 alors il vient par copnvergence
n—0o0

dominée
. Ly /1
lim —sin | — }dz = 0.
n>+w Jo /T ne

(b) (2 points) Soit (£2,.4, ) un espace mesuré et f : (2, A) — (R, Br). Montrer que 'application
définie par
—a si f(w) < —a
faw) =4 flw) si f(w) € [~a,d]

a si f(w) >a
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est mesurable.

Solution: f est mesurable car elle peut s’écrire comme combinaison linéaire de fonctions
mesurables.

5. (a) (2 points) Soit (2,4, 1) un espace mesuré et f :  — R, une application mesurable
positive. Montrer que ’application définie par

A(A) = L fdu, Ae A

est une mesure sur (2, .A4).

Solution:

() M) = fdp =0 car () =0

(ii) Soit (Ay),en* une suites d’événements disjoints. On a d’une part

)\< U An> :JUHN*An fd,u:L D Ia, fdu

neN* neN*

La suite f, = > _; 14, f est une suite croissante de fonctions positives donc par
croissance monotone

[ % sau=|

neN* Q2

lim > T4, fdp = limj D14, fdp =lim )’ J TIafdp = > AAn)
k=1 Qp=1 k=17

neN#

(b) (1 point) Calculer la limite

lim eHCOSQn(x)e_‘x‘d)\(x).
n—+0o0 (—OO,—‘,—OO)

o o 0 2n _ 2.0 _ N
Solution: La suite de fonction f,(x) = eltcos™ (@) |“”‘, n = 0 vérifie | f(z)] < el |“”‘, ol
x — 212l est intégrable. Comme f,(z) — el-lel lorsque n — 400 alors par convergence
dominée

lim 61+C082n(m)67|m‘d)\(x) = 2¢!
n=+%0 J(_oo,+0)

6. (a) Soit (€,.4, i) un espace mesuré et (gn)n>1 une suite de fonctions mesurables a valeur dans

R;. Montrer que
+00 +00
J D gndp =) J Indp
Qp=1 n=17E

Solution: Voir les notes de cours.

(b) Monter que
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ouI'(s) = Saroo e~z ldr et ((s) = DI n7s.

Solution: On a

400 X s—1 1
x
[(s){(s) = J 2 e’ (—) —dz

0 el n n
400 ©

0 n=1

+00 s—1

0 et —1

7. (a) Calculer 'intégrale
1

J(U,Jroo)Q (1+2%y)(1+y)

en intégrant d’abord par rapport a x.

00 ot 1 2
J f dedy = —
o Jo (A+2%2y)(1+y) 4

(b) En déduire la valeur de 'intégrale

d)\2 (.Z', y)

Solution:

J+OO Inz)

0 ﬂ?Q -1
en intégrant par rapport y.

Solution:

+00 +00 1 +o0 +00 .1'2 1
fg fo A+ A+ g) P :L Jo @D +a%) Q-0+ P

to 9 1 @ +to ]
= J > In +x2i dm=2f ;1(:6‘) dx
0 e — 1 1+y 1+y 0 0 s —1

: 1 2
puis Saroo x‘;@ dr =12

8
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FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Fonction Ensemble de définition Dérivée
sinx R cos x
Ccos T R —sinx
tanz | U,ep Inm —7/2,n7m + 7/2[ | 1 + tan’z

arccos [—1,1] - 11_I2

arcsin x [—1,1] 11_:02

arctan x R H%
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