
EXAMEN DE DEUXIÈME SESSION

Théorie de la mesure et intégration– 2021-2022
Pierre-O Goffard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.

• La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.

• Vous devez justifier vos réponses de manière claire et concise.

• Vous devez écrire de la manière la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse
finale.

• Document autorisé: Une feuille manuscrite recto-verso

Question: 1 2 3 Total

Points: 6 5 6 17

Score:

1. Question de cours indépendantes

(a) (2 points) Soit f : Ω ÞÑ R une application mesurable et intégrable par rapport à une
mesure µ. Montrer que l’ensemble tf � 8u est de mesure nulle, autrement dit que f est
finie µ� pp.

Solution: Il s’agit d’un résultat du cours.

(b) (2 points) Soient α, β ¡ 0 et ∆ � tpx, yq P R2 ; 0   x   yu. Calculer»
R2

e�αxe�βxI∆px, yqdλpx, yq.

Solution:
1

βpα� βq

(c) (2 points) Calculer

lim
nÑ�8

» �8
0

4t3 � 12

12t6 � 3nt� 2
dt.
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Solution: On définit fnptq � 4t3�12
12t6�3nt�2

, on a

|fnptq| ¤
4t3 � 12

12t6 � 2
, pour tout n ¥ 0

Par application du théorème de convergence dominée, il vient
»
fnptqdtÑ 0 pour nÑ �8.

2. Soit f : Rd ÞÑ R� une fonction mesurable tel que 0  
³
Rd fdλ   8 où λ désigne la mesure de

Lebesgue sur Rd. Soit α ¡ 0 un paramètre, on définit la suite

an �

»
R
n log

�
1�

�
fpxq

n


α�
dλpxq, n ¥ 1.

(a) (1 point) Montrer que
λ
�
tx P Rd : fpxq � 0u

	
¡ 0.

Solution: Par le cours nous avons l’équivalence
»
fdλ � 0 ô f � 0 λ� pp

Ici comme
³
fdλ ¡ 0 alors par contraposée f n’est pas nulle presque partout.

(b) (1 point) Montrer que
lim
nÑ8an � 8,

pour α   1.
Hint: Penser au Lemme de Fatou

Solution: La suite de fonction

fnpxq � n log

�
1�

�
fpxq

n


α�

est une suite de fonction mesurable positve. Le lemme de Fatou s’applique, nous avons
donc »

lim inf fndλ   lim inf

»
fndλ

Or fnpxq � n1�αfpxq Ñ �8 pour nÑ8 et x P Rd. On en déduit que lim inf
³
fndλ � 8

et donc lim
nÑ8an � 8.

(c) (1 point) Montrer que

lim
nÑ8an �

»
Rd
fdλ,

pour α � 1.
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Solution: Pour x ¥ 0, nous avons l’inégalité logp1� xq ¤ x. Nous en déduisons que

|fnpxq| ¤ fpxq.

De plus comme fnpxq Ñ fpxq alors il vient

lim
nÑ8an �

»
Rd
fdλ,

par convergence dominée.

(d) (2 points) Montrer que
lim
nÑ8an � 0,

pour α ¡ 1.

Hint: On peut commencer par démontrer que la fonction y ÞÑ logp1�yαq
y est bornée sur R�.

Solution: Pour x P p0,8q la fonction y ÞÑ logp1�yαq
y est continue. De plus on a

logp1� yαq

y
� yα�1 Ñ 0 pour y Ñ 0

et
logp1� yαq

y
Ñ 0 pour y Ñ8

On en déduit (en vertu de la continuité de la fonction et le fait que en 0 et 8 la limite soit 0)
l’existence d’une constante Cα tel que

logp1� yαq

y
  Cα.

En prenant y � fpxq{n, on obtient que

|fnpxq|   fpxq

puis
lim
nÑ8an � 0

par convergence dominée.

3. Soit f : R� ÞÑ R une fonction mesurable et intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue λ.
La transformée de Laplace de la fonction f est définie par

Lf ptq �

»
R�
e�txfpxqdλpxq, pour t ¥ 0.

(a) (1 point) Montrer que x ÞÑ e�txfpxq est mesurable pour tout t P R�.
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Solution: Il s’agit du produit de deux fonctions mesurables.

(b) (1 point) Montrer que t ÞÑ Lf ptq est une fonction continue.

Solution: Soit gpx, tq � e�txfpxq, l’application t ÞÑ e�txfpxq est continue pour tout
x ¥ 0, de plus on a

|gpx, tq| ¤ |fpxq|.

On en déduit la continuité de Lf ptq en vertu du théorème de continuité de l’intégrale
dépendant d’un paramètre.

(c) (2 points) Montrer que lim
tÑ�8Lf ptq � 0.

Solution: Grâce à la continuité de t ÞÑ Lf ptq, nous pouvons montrer que lim
nÑ8Lf ptnq � 0

pour une suite ptnqn¥0 telle que tn Ñ 8. Considérons une telle suite et définissons la
suite de fonctions

fnpxq � e�tnxfpxq

Comme fpxq est fini λ� pp (voir a)) alors fnpxq Ñ 0 pour nÑ8 λ� pp. De plus, on a

|fnpxq| ¤ |fpxq|.

Par application du théorème de convergence dominé, il vient

lim
tÑ�8Lf ptq � 0.

(d) (1 point) Donner l’expression de Lf ptq pour fpxq � e�θx avec θ ¡ 0.

Solution:
Lf ptq �

1

t� θ
.

(e) (1 point) De même pour fpxq � sinpxqIr0,1spxq.

Solution:

Lf ptq � =
» 1

0
e�xpt�iqdx �

1� e�tpcos 1� t sin 1q

1� t2
.
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FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES

Fonction Ensemble de définition Dérivée

sinx R cosx

cosx R � sinx

tanx
�
nPZ snπ � π{2, nπ � π{2r 1� tan2 x

arccosx r�1, 1s � 1?
1�x2

arcsinx r�1, 1s 1?
1�x2

arctanx R 1
1�x2

Quelques identités: Pour a, b P R,

cospa� bq � cospaq cospbq � sinpaq sinpbq

sinpa� bq � sinpaq cospbq � cospaq sinpbq

cos2paq � sin2paq � 1

Quelques développement en série entière: Pour tout x P R,

cospxq �
8̧

n�0

p�1qnx2n

p2nq!
,

et pour p P r0, 1q
1

1� p
�

8̧

n�0

pn
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