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Tribus Tribus sur un ensemble quelconque
Tribu Borélienne

Tribus produits

I. Tribus
1. Tribus sur un ensemble quelconque
Soit Q un ensemble.

Exemple 1

On considére |'expérience aléatoire qui consiste a jeter une piéce en l'air. Il est
possible de proposer les espaces suivants
o Q7 ={Pile, Face}
e O =R3 correspondant a la localisation du centre de gravité de la piéce a I'issu du
lancer

correspondant a la suite des positions de la piéces a tout instant

o 5= ()"

entre O et T

La définition de I'espace d’état va dépendre de ce qui nous intéresse. Q% est un espace
fonctionnelle, espace des fonctions continues sur [0, T] a valeurs dans R>!

Une fois I'ensemble Q définit, on introduit les événements A comme des parties de Q.
On a Ae 2(Q), il s'agit de I'ensemble des résultats w de I'expérience qui conduisent a
la réalisation de A.
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Definition 1 (Terminologie)
@ Q est un événement certain, @ correspond a un événement impossible.
@ Pour A, B cQ deux événements,

AU B se réalise si A ou B se réalisent

et
AN B se réalise si A et B se réalisent simultanément

© Pour tout AcQ, on définit par
A°={xeQ; x¢ Al

son complément dans Q, appelé aussi événement contraire de A.

@ Soit Bc A, on définit par
A/B=AnB°

la différence entre A et B qui se réalise en cas de réalisation de A mais pas de B.

© Deux événements sont incompatibles si AnB=¢
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inu)

iscret/Co

Exemple 2 (

@ Lancer d'un dé a 6 faces,

e 0={1,2,3,4,5,6}
o w=6 est un événement élémentaire

o A='Le dé prend une valeur paire’' ={2,4,6}
@ Lancer d'une balle de ping-pong sur une table,
o QcR?

® w=x,y est un événement élémentaire
o A='La balle tombe dans un gobelet placé au bout de la table’
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Definition 2 (Suite d'événements)

Soit (An)nen une suite d’'événements.

O Si A cApc... alors (An)pen est une suite croissante d'événements et

) (o0
’JLngoAn = An.
n=1

@ Si A; oAy >... alors (Ap)pen est une suite décroissante d'événements et

) o0
A An= [ An

n=1

Definition 3 (Limite supérieure et inférieure)

Soit (An)nen une suite d'événements de Q, on définit les limites sup et inf par

+00 +00

lim Ap= UAnet lim A,=J N An

Cagiss k=1n=k n=+co k=1n=k
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Pour écrire qu'une infinité de A, se réalisent, on écrit qu'a partir de n'importe quel
rang, il existe des événements qui se réalisent ce qui correpond a la limite sup de (Ap)

Tim Ay = m U An.

=1n=k

Pour écrire que seul un nombre fini de A, se réalisent, on écrit qu'il existe un rang a
partir duquel seul les événements contraires aux Ap, se réalisent. Cela correspond a la
limite inf de la suite (Af)

+00
lim AS={J N AS.

n—+oo k=1n=k

Le signe intersection s'interpréte de la méme facon que "pour tout" et le signe union
joue le réle d'"il existe"

Exemple 3

Soit Q={1,2,3}, on définit une suite d’événements (Ap)pen* avec
Aopn—1=11,2} et Ay, =1{2,3}
alors on a

lim A,=11,2,3} et lim A,={2}.
n—+oo

n—+oo
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Ce concept de limite sup et inf provient de |'analyse réelle pour construire des suites
numériques convergentes a partir de suites qui ne sont pas monotones. Toute suite
croissante (resp. décroissante) (an)npen de R=RU{—o00,+00}, est convergente dans R et

lim ap=supfap ; nzl}( resp. lim ap=inf{a, ; nzl})
n—-+oo n—+o0

Definition 4 (lim et lim)

On appelle limite supérieure (resp. limite inférieur) d'une suite de R I'élement de R,
notée et définie par

lim ap= lim (supa,,)=inf [supan) (resp. lim ap= lim (infan]zsup(infan)]
n—+oo

—+00 \ >k k=0\p>k n—+o0 k—+o0o \n= k=0 \n=

A la différence de la limite d’une suite, les limites sup et inf existent toujours. Ces
notions sont symétriques au sens ou

o a0 = T, (~an)

Des exemples de suites qui ne convergent pas au sens habituelle incluent
o ((-1)")peny

* (&0 (F))en
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pour lesquels

lim ap=1et lim ap=-1
n—+oo n=+oo

sition 1 (Lien avec la limite classique, m ie des limites inf et sup)

@ Soit (an)nen ER et a€R alors

lim ap

lim a, <
n—+00 ==res
lim ap= lim ap=a < lim ap=a
=T —+00 n—+oo
lim ap=400 < lim ap=+oco
e n—+o0

n—+oo

lim ap=-0c0 < lim ap=-o00
n—-+oo n—+oo

@ Les limites inf et sup sont monotones au sens ou, pour deux suites (an)pen €t
(bn)nen Vérifiant ap < bp,¥n = ng,

lim ap< lim b, lim ap< lim by
n—+oo n—+oo N7+ =9
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lim ap< lim ap < (an)npen converge dans R
n—+oo n—+oo

Soient (an)nen €t (bn)nen de R. On a

lim ap+ lim b, = lim (an+bn) (1)
n=+oo n=-+oo n=+oo

< nl'—Too(a"+b")

RS @

Chacune des inégalités (1) et (2) devient une égalité si I'une des suites converge.
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Exemple 4

Soit Q =R, considérons une suite d’intervalles fermés définit par
An=[(-1)",1+27"]
on a

lim Ap=[-1,1] et lim A,={1}.

n—+oo n—-+o0

Pour la limite supérieur on constate que le fait que k soit pair ou impair ne change
rien car

@ si k est pair alors

U -1 1+27 = [11+27%|u[-11+ 27D u = [-1,14274]
n=k

o si k est impair alors Up= [(~1)"1+27" = [-1,1+274|
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Definition 5 (Tribu, espace mesurable)

Un sous-ensemble o de 22(Q) est une tribu sur Q si
0 Qed
@ of est stable par passage au complémentaire,
Acod =>A°=Q/Acd.

© < est stable par réunion dénombrable,

(An)pen+ €= | Ajed.

ieN*

o/ est parfois appelée o-algébre.

Exemple 5 (Exemples de tribus)

o {Q, @} est la tribu triviale
o 2(Q) est une tribu
e Soit Q={a, b,c,d} alors {Q,®,a,{b,c,d}} est la plus petite tribu contenant a.

Les propriétés de stabilité de cette classe permettent de combiner des événements
pour en créer des nouveaux qui appartiendront eux aussi a la tribu.
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Exemple 6

On reprend |'expérience du pile ou face, soit
A="Le nombre de lancer nécessaire pour obtenir Pile est pair"
A est la réunion dénombrable des événements

Ap = "Pile apparait pour la premiére fois au 2p-ieme lancer".
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Proposition 3

Soit o une tribu de Q et (Ap) une suite d'éléments de o/, on a
ped

Nien* Aj € A

07:1 Ajeod

Ul Ajesds

lim Ajed
n—+oo

© 0 60O0CCOC

lim Ajesd

n—+oo

Il s’agit de conséquences assez immédiates des axiomes des bases

Definition 6 (Sous-tribus)

Une sous-tribu 2 de «f est une tribu de Q telle que B c .« .

Proposition 4

L’intersection de deux tribus de Q est une tribu.
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Definition 7 (Tribu engendrée)

La tribu engendrée par & c 2(Q) (famille de parties de Q), notée o (&) est
I'intersection de toute les tribus contenant &.

0(&) est la plus petite tribu (au sens de I'inclusion) contenant &.

Exemple 7
O Soit A€Q alors o(A) ={A A, 3,Q}
@ Soit ¥ ={Sq,...,Sn} une partition de Q, c'est a dire que

n
U Sk=9Q, et S;nS; =9 pour i #j
k=1

Alors o(#) ={UkeT Sk i T<iL,2,...,n}}
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2. Tribu Borélienne

Definition 8 (Espace topologique)

Soit E un ensemble. Soit @ une famille de parties de E, appelée ouverts de E,
vérifiant

e ¢,Ee0,

o Stable par réunion quelconque (dénombrable ou pas),

@ Stable par intersection finie.

Le couple (E,@) est un espace topologique

Exemple 8 (Ouvert dans un espace métrique)

Si E est un espace métrique alors on peut définir une distance entre x€ E et y € E par
d(x,y). Un ouvert O est une partie de E dont la frontiére est vide, ou dont tout les
point apartiennent a I'intérieur de O. Concrétement,

Vx€ 0,3r>0 tel que B(x,y)={y€E ; d(x,y)<ric O

Pour E =R, les ouverts sont les parties qui pour chaque point x contiennent un
intervalle du type |x—¢,x+¢€[. On note

Sr=1{la,b[, —co<asb<+oo},
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I'ensemble des intervalles ouverts bornées. Il contient @ (cas a=b).

Definition 9 (Tribu borélienne, borélien)

La tribu borélienne est la tribu 9B(E) engendré par les ouverts de E. On appelle
borélien un ensemble appartenant a cette tribu.

La tribu borélienne %(E) contient tout les ouverts de E, ainsi que tout les fermés (par
passage au complémentaire), les intersections et réunions de suites d'ouverts et de
fermés. La tribu borélienne %(R) est engendrée par intervalles ouverts de R, c'est la
conséquence du lemme suivant.

Lemme 1

Tout ouvert de R est la réunion d’une suite d’intervalles ouverts

preuve:
Remarquons que I'ensemble

: re@,nel\l*}
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est dénombrable puisqu'il existe une bijection de Q@ x N* sur .#*. Soit U un ouvert de

R, supposé non vide, et soit x € U. Il existe un ¢>0 tel que [x—¢,x+¢[c U, puis 3n=0

tel que %s% et enfin un
1
X—=,x+=
n n

re@Qn

On voit alors que

X € .

1
r——,r+—
n

A chaque x € U est associé un intervalle Ix € #* tel que x € #x < U si bien que
U=Uyeuix} cUyxeuyIx c U et , par suite Uyey Ix = U. On écrit donc U comme la
réunion d'une suite (/) € #* qui est aussi une suite de Fp puisque F* < Fp.

O
La tribu borélienne %(R) peut donc &tre généré par différents type d'intervalles dont
o [ab]
o [a,+oo]
o ]a,+oo|
e ]ab]
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Definition 10

Soient Q et Q' deux ensembles. La tribu engendrée par les ensembles Ax B e of x 2B,
oll o/ et B sont des tribus de Q et Q' respectivement, est la tribu produit < ® %

Q Sid=0(A;,icl)etB=0(B;,jeJ) alors
d@@ZU(AiXBj , (i,j)E/xJ)

0 A(R?) = B(R)*
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Mesure de comptage
Mesure Prag

Mesure de probabilité

Mesure de Lebesgue

1. Mesures
1. Définition et propriétés
Le couple (Q,7) est un espace mesurable.

Definition 11 (Mesure (positive))

On appelle mesure (positive) une application p: o — Ry telle que:

(i) u()=0,
(i) pour toute suite (Ap)pen* de parties disjointes de <7, on a

,u( U An): Y u(An). ( o-additivité)

neN* neN*

Le tripet (Q,/, 1) est un espace mesuré.
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Mesure de comptage
Mesure Prag

Mesure de probabilité
Mesure de Lebesgue

Definition 12 (Terminologie)
O Si p(Q) < +oo alors u est une mesure finie
@ Si (An)n>1 €, disjoints, vérifient
nz1, p(Ap)<ocoet |JAn=Q
n=1
alors pu est g-finie.

© Si p(Q)=1 alors u est une mesure de probabilité. D'ailleurs on désigne parfois
(9Q,2/) comme un espace probabilisable.

Q Le triplet (Q,/, ) est appelé espace mesuré (ou probabilisé si p est une mesure
de probabilité).

© Une mesure signée est une mesure définie comme la différence de deux mesures
positives.

@ Une propriété & est vraie u-presque partout s'il existe A€ of tel que
VxeQ/A, P(x) est vraie et u(A)=0

Soit Ae &, on dit que u est portée par A si p(A)=0.

1 est une mesure atomique si elle est portée par les atomes {w € Q}

© 00

 est une mesure diffuse si p({w}) =0 (les atomes {w} sont des parties négligeables)

20/72



Tribus produits
Mesure de comptage
Mesure de probabilité

Mesure

Mesure de Lebesgue

Soit (Q, &, 1) un espace mesuré.

Proposition 6 (Propriété d'un mesure)

Soient (An)nen* une suite d'événements de <f .
O A1nAx =90 = p(A1UA?) = u(A1) +u(Az)
@ Si AjcAj alors u(A1) = pu(Az) (monotonie de ), de plus, si u(A1) <oo, on a

1(A2/A1) = (A2) - (A1)
O p(A1UA2) =p(A1)+u(A2)—u(A1nAy) (formule inclusion-exclusion)
Q (A1 nAz) =min(u(Ar),u(Az)) et u(Ar UA2) =max(p(A1), p(A2))
(5]

+o0 o
y( U Ak) < Y u(Ag) (sous o-additivité)
k=1 k=1

@ Si(An) est une suite croissante (A;jc Ajy1, 1€N*) et que Upen+An=A, alors
(1(Aj));en+ est une suite croissante qui converge vers (i(A).

@ Si (An) est une suite décroissante (Aj 1 < Aj, i €N*) telle que (A1) <oo et que
Nnen* An = A, alors (1(A;))jen+ €st une suite décroissante qui converge vers (i(A).
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Mesure

preuve:
@ On suppose que A; =@ pour tout i >2 et on exploite la o-additivité de p.
@ Soit AjcAycef, ona
1(A2) = u({Ax/A11UA1) = u(As/A1)+1(A1) = (A1) (car u est une mesure positive)

On déduit immédiatement de ce qui précéde que p({A>/A1}) =pu(Az)—u(A1)
© Soit A1,Byeof, on a

piALU[A2/ (AL nAg)]}
(A1) +u[A2/(A1 N A2)]
w(A1) +p(A2) - (A1 N Ag)

(A1 UAz)

@ Examen
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@ On définit la suite (Bp)p»1 € o/ telle que

Bi = Aj,
B, = AQQAi
Bn = ApnAf_;n..nAg

Les Bj, sont disjoints et vérifient B, < Ap. On vérifie que
+00 +o00
U Bk= U A«
k=1 k=1
par double inclusion. On a d’une part
+00 +00
U Bk U Ak
k=1 k=1
et de plus pour weUZZ"l Ay, il existe un plus petit ng tel que w e Apy puis w € Bp,
et w ey Bi. On en déduit que

+00 +00

U Bk=> U Ak

kS1 k=1
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Mesure

puis I'égalité. On peut alors écrire
+00 +00 +o0 +00
M( U Ak)=l~‘( U Bk) = > u(Bk)= ¥ u(Ak).
k=0 k=0 k=0 k=0

O Comme p(Ajz1) = p(A;) et u(A;) <p(A) alors (1(An))nen est une suite croissante
bornée, donc qui converge. Soit By = Ay et Bp=Ap/A,_1 pour k=2, les B; sont
disjoints et vérifient UZ:l By = Ap (on peut vérifier cela par récurrence). On a

u(A) =#(+L°JO Bk) = ¥ u(B= tim Y u(B)= tim u(U) B = lim u(An).
k=1 k=1 k=1 k=1

@ Considérons la suite définit par
Al =A1/Ap, pour neN*.
La suite (A},) en+ st une suite croissante de limite
c
A= A= U A1nAS=A1n U Ag:Aln( N A,,) =AINAS=A;nA
neN* neN* neN* neN*
On a donc
lim u(AR) = p(A") & lim u(Ar) - p(An) = p(A1) - u(A) & limp(An) = p(A)

A noter que |'on a besoin que p(A1) <oo, pour pouvoir considérer la suite des

A}, = AS, on aurait besoin de p(Q) < co.
24/72



Tribus produits

Mesure de comptage
Mesure Prag

Mesure de probabilité
Mesure de Lebesgue

25/72



Tribus produits

Mesure de comptage
Mesure Prag

Mesure de probabilité
Mesure de Lebesgue

Soient p et v deux mesures définies sur un espace mesurable (Q,s/) et a >0 alors
@ u+v est une mesure

@ axu est une mesure
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Mesure

2. Mesure de comptage

Soient (€, ¢7) un espace mesurable,

Definition 13 (Mesure de Dirac)

Soient x€ Q et A€ of. La mesure définie par

1, x€A,
6X(A) = { q

0, sinon.
est appelée mesure de Dirac en x.

Montrons que A— 5x(A) définit bien une mesure.
o 6)((@) =0
@ Soit (A})j>0 une suite d'événements disjoints de <.

o S'il existe i tel que x € A; alors XEUjAj et Ox [UJ-AJ-]: 1. De plus, comme les A; sont
disjoints alors x¢A;j pour j#i. On a donc

Y 0x(Aj) = 5x(A}) = bx (UA,-) =1
J i
o Six¢Aj, Vialors x¢U;A; et
Sx (UA;):Z&AA,-):O.
1 1
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Mesure de Lebesgue

Definition 14 (Mesure de comptage)

Si Q est un ensemble dénombrable alors
C(A)=Card(A) , Ae o/
définie une mesure appelée mesure de comptage. |l est possible d’écrire

C(A) = Y 6x(A).

X€Q
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2. Mesure de probabilité
Une expérience aléatoire est répétée n fois, supposons que A s'est réalisé k <n au
cours de ces expériences. k est la fréquence absolue d'occurence de A et k/n est sa
fréquence d'occurence relative. Lorsque n devient grand, la fréquence relative se
stabilise autour d'un nombre P(A) appelé probabilité de A.
A partir des fréquences relatives on constate que

e 0=sP(A)=<1

o P(Q)=1

o Si Ac B alors P(A)<P(B)

o AnB=9¢=>P(AuB)=P(A)+P(B)
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propriétés cohérentes avec la définition d'une mesure. Il s’agit de I'interprétation dite
fréquentiste des probabilités.

Exemple 9 (Evénements élémentaires équiprobables)

Soit une expérience aléatoire dont les résultats w sont équiprobable et forment un
ensemble Q fini. L'application P: 22(Q) — [0,1] définie par

_ Card(A)
PA)= @)

est une mesure de probabilité. On a

()= Cratey

et le calcul des probabilités se résume a des problémes de dénombrement.
_ Card(A)

Montrer que P(A) = Card(Q) est une mesure de probabilité = Examen.
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Mesure

Soit (Q,«/,P) un espace probabilisé.

Lemme 2 (Borel-Cantelli, premiére partie)

Si (An)p=1 est une suite d'événements telle que ¥ -1 P(Ap) < oo alors
I (nﬂTooAn) =0.

preuve:
Notons que
P(U An) = Y P(A,), pour tout i=1,
n=i nzj
d’aprés la Proposition 5. De plus, @ An=MNk>1Un=k An <Up=jAn pour tout i =1.
n—+oo = = =
Donc o
0=P( lim Ap)< Y P(An), pour tout i=1.
n—+oo .
n=i
Le membre de droite tend vers 0 comme reste d'une série convergente.
D J—
La probabilité qu'une infinité d'événements se réalisent est nulle. “T Ap est un
n—+oo
événement presque impossible (ou de mesure de probabilité négligeable). On a de
maniére équivalente
P( lim A7)=1

n—+oo

31/72



Tribus produits

Mesure de comptage
Mesure Pias

Mesure de probabilité
Mesure de Lebesgue

lim A§ est un événement presque certain.
n=+oo
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Mesure

Definition 15 (Probabilité conditionnelle)

\
S

Soit (Q,4/,P) un espace probabilisé. Soit A et B deux événements, tel que P(B)
alors on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B par
P(AnB)

P(AIB) = =5

L'application P(.|B) définit bien une probabilité sur (Q, <), en effet,
P(9nB) _ P(2) _

0 P(21B)="5my = 5(m) =
0 P(QIB) = nffgf)wﬁg% 1.

© Soit (Ap)p>1 une suite d'événements disjoints alors

P(Up=1AnnB) P(ApnB)
P(anJlA"'B)_ P(B) —gl P(B) —nglﬂﬂ’(AnlB).

On peut montrer que I'ensemble o/g ={An B, A€ </} est une tribu, appelée tribu
trace, et définir un nouvel espace probabilisé avec (Q,</g,P(.|B))
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Theoreme 1 (Loi des probabilités totales)

Soit (Q,44,P) un espace probabilisé, soit (A;)1<j<, une partition de Q, telle que
P(A;)>0, Vi=1, alors

Mesure

n
P(B)= Y P(BIA;)P(A;), pour tout Be .

i=

preuve: On a, pour tout Be o/,

P(B):P(BOQ):P(BOGA;):P(O BOA) i (BnA)) Zn: P(BIA))P(A;).
i i i=1 i=1

i=1 i=1

Theoreme 2 (Bayes)

Soit (Q,44,P) un espace probabilisé, soit (A;)1<j<, une partition de Q, telle que
P(A;)>0Vi=1, et Be o/ un événement de probabilité non nulle. Alors,

P(BIA,)P(A;)

PIAIB)= S B(BIAP(A)

, pour tout i=1,...,n.

preuve:
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Mesure

examen.

Exemple 10

Rey tente de s'échapper des griffes de Kylo Ren et de I'empire. Elle choisit au hasard
un véhicule parmi

o le Millenium Falcon (MF)
o Le TIE fighter (TIE)
o Le X-Wing starfighter (XW)
La probabilité qu’elle s'échappe (E) est de
@ 0.4 si elle opte pour le Millenium Falcon
@ 0.6 si elle opte pour Le TIE fighter
o 0.7 si elle opte pour Le X-Wing starfighter

Quelle est la probabilité qu'elle s'échappe si elle a choisit le Millenium Falcon?
D'aprés I'énoncé, P(MF)=P(TIE)=P(XW)=1/3 et

P(EIMF)=0.4, P(EITIE)=0.6, et P(E|IXW)=0.7
On applique la formule de Bayes pour obtenir

P(EIMF)P(MF)
P(EIMF)P(MF) +P(E|TIE)P(TIE) + P(EIXW)P(XW)

P(MFI|E) =
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et on remplace.
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Mesure

Mesure de Lebesgue

Definition 16 (Evénements indépendants)

Soit (Q,«/,P) un espace probabilisé, Les événements A, B € &/ sont indépendants sous
la probabilité B si et seulement si

P(AnB) =P(A) x P(B).

On observe directement que
P(AIB) =P(A).

Proposition 8

Si A et B sont indépendants sous P alors
@ AC et B sont indépendants
@ A et B¢ sont indépendants
© AC et B€ sont indépendants

preuve:
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Mesure

@ On note que
A=(AnB)u(AnB)
puis
P(A)=P(AnB°)+P(A)P(B)
et finalement
P(AnBS)=P(A)(1-P(B))=P(A)P(B°),

d’'ou I'indépendance de A et de B€.

@ Méme raisonnement

© idem

Definition 17 (Evénements mutuellement indépendants)

La suite (An)p>1 € o/ est une suite d'événement mutuellement indépendants si pour
tout sous ensemble (A ,A;j, ) d'évenement, avec (i1,-..,ix) €NK un ensemble

d'indices, on a

e

P(Ail ﬂ...ﬂA,’k):P(A,'l)X...P(A,'k).

38/72



Tribus produits
Mesure de comptage
Mesure de probabilité

Mesure

Mesure de Lebesgue

Exemple 11

Il ne faut pas confondre mutuellement indépendant et indépendant deux a deux !
En effet, soit |'espace probabilisé (Q,«/,P) avec

Q={wy,wr,03,04}, 4 =P2(Q) et P(w;)=1/4,¥i=1,2,3,4.

On définit les évenements Aj = {w1, w4}, Az ={w>, w4} et A3 ={w3, w4} alors on observe
que Aj et Ap sont indépendants, A; et A3z sont indépendants et A et A3 sont
indépendants. Cependant,

P(Al nAs ﬂA3) # P(Al) X P(Az) X P(A3).

Soit (Q,«/,P) un espace probabilisé, et une suite (Ap),>1 d'événements mutuellement
indépendants.

Proposition 9

P(ﬂ An): lim f[P(Ak).
n~>+ook:1

n=1

preuve:
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Mesure de probabilité
Mesure de Lebesgue

La suite d'événement (ﬂzzlAk) est décroissante, on a donc

n=1
(i)

k=1

Lemme 3 (Borel-Cantelli deuxiéme partie)

Si Y% 1 P(An) =00, alors

n n
:JL@OP(QIA,():JL@OEIP(A,().

P(nﬂTmAn) =1,

preuve:
Notons que (pour exploiter I'indépendance des Ap)

i An= UAn=(U ﬂAz)C:( lim A5

k=1nz=k k=1nz=k n—+oo

Comme les événement A§ sont indépendants alors
(048] e - Ta-ran)
nzk nzk n=k
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X

Comme 1-x<e ™ pour 0=x<1, alors

P( N A,i) < exp(— nng(A,,)) =0.

nzk

On en déduit que
[P(U An):l—[ll’( N Af,):l
n=k n=k
pour tout k=1 et donc valable lorsque k —oo. Or (Upsk An)k=1 €st une suite
décroissante et donc P(_lim Ap) =P(Nk>1Upsk An) = lim P(Upsk An) = 1.
n—+oo =L-n= k—o00 =

O
En combinant les deux partie du lemme de Borel-Cantelli, on parvient au résultat
suivant

Theoreme 3 (Loi du 0-1)

Pour (An)n=1 une suite d'événements mutuellement indépendants, on a

P(HA,,

n—+oo

)_ 1, siXP P(An)=o0
o, si X2 P(An) <o
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Exemple 12

Admettons qu’on lance une piéce un nombre infini de fois, si on note
Ap ="le n-iéme lancer est pile"

alors Y% . P(An) =X% 4 % =00 et donc P(HEOOA,,) =1, ce qui revient a obtenir de

fagon certain un nombre infini de pile.
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3. Mesure de Lebesgue

Definition 18 (Mesure de Lebesgue)

On appelle mesure de Lebesgue sur (R, %R), la mesure A telle que, pour tout intervalle
la,b],
A(la, b)) =b-a.

La mesure de Lebesgue est la seule mesure sur (R,%g) qui mesure un intervalle par sa
longueur. Une idée de la preuve est donné en appendice.
Conséquence:

@ A est une mesure o-finie

A({a}) =0 pour tout a€R, A est une mesure diffuse.

La mesure de Lebesgue d'un ensemble dénombrable est nulle
@ Pour tout a,b€eR, on a

Mla, b]) = A(la, b]) = A([a, b]) = A([a, b])

o La mesure de Lebesgue est invariante par symétrie et translation, précisément si
on pose
A ={yeR: —yeAl et A+x={yeR: y=x+2z, ze A

alors A(A)=A(A7)=A(A+x)
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Definition 19 (Mesure de Lebesgue sur les pavés)

On appelle mesure de Lebesgue sur (Rk,%(Rk)) la mesure A telle que, pour
A=T1% , laj, bil,

k
A(A) = Q(bi—ai)~
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Exemple 13 (Discret/Continu)

@ Lancer d'un dé a 6 faces,

e 0={1,2,3,4,5,6}
Card(Q) =6
w =6 est un événement élémentaire
A="Le dé prend une valeur paire’ ={2,4,6}
Card(A)=3

ez a Card(A
o La probabilité de A est donnée par P(A)= CardEQ; = %
@ Lancer d'une balle de ping-pong sur une table,
o QcR?
o u(Q)=1IxL
e w=x,y est un événement élémentaire
o A='La balle tombe dans un gobelet placé au bout de la table’
o u(A)="Aire couverte par les gobelets"

La probabilité de A est donnée par P(A) = % Il s’agit d'un cas particulier dans
lequel la balle atteint n'importe quel point de la table avec la méme probabilité.
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Applications mesurables Propriétés des applications mesurables numériques

I11. Applications mesurables

1. Rappels et définition

Soit (Q, ) et (E, %) deux espaces mesurables, et f:Q+— E une application. On
définit I'application inverse de f par f~1:2(E)— 2(Q) par

fFL(B)={weQ: f(w)e B}, pour Be P(E).

On écrit aussi f’l(B) = {f € B}. Elle vérifie, ,
o 1 (Ujes B)) =Uies F1(B)),
o 7 1(Nies B))=Nies F1(B;)
o f1(B)=f"1(B)°

ol B,(Bj);cj € E et | est un ensemble d'indice.
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Proposition 10 ((gof)~1)

Considérons trois ensembles non vides Eq, Ep et E3, et deux fonctions f : E; — Ep et
g: Ex — E3. Alors pour tout A3 c E3, on a

(gof)H(As) =1 [g71(A3)].

Definition 20 (Application mesurable)

Soient (Q, /) et (E, %) deux espaces mesurables. f:Q+— E une application mesurable
si
f~1(B) e o pour tout Be 2.

Definition 21 (Variable aléatoire réelle)
Une variable aléatoire réelle est une application mesurable X : (Q, /) — (R, 8g).

Les variables aléatoires réelles permettent de quantifier les événements d'une
expérience aléatoire. On peut définir des vecteurs aléatoires (X7,...,Xp) comme
applications mesurables de (Q, <) vers (RP,Bpp).
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Exemple 14 (Fonction indicatrice)
Soient AcQ |'application l4: Q— {0,1}, définie, par

1, siweA
0, sinon.

la(w) ={

Ici 2=22({0,1}). Soit B€ 4%, on a
° I];l(B):QS si B ne contient ni 0, ni 1. En fait B=¢

° I];l(B) =A si B contient 1 et pas 0

° I];l(B) = A€ si B contient 0 mais pas 1

° I];l(B) =Q si B contient 0 et 1
Si A€ o/ alors I'application [4, aussi appelé fonction indicatrice sur A est mesurable.
Si A1,Ay,...,Ap € o/ forment une partition de Q alors |'application

n
f= ZXiHA,'
i=1

oll X1,...,Xn €R est une application mesurable de (Q, ) vers (R, %(R)).
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Theoreme 4

Soit Q un ensemble. Soit (E, %) un espace mesurable et soit f : Q— E une
application. On a

o rli(»)-= {f‘l(B) , Be%} est une tribu sur Q
@ Pour tout € c P(E): f1(0(€))=a(F1(¥))
preuve:

@ On exploite les propriétés ensemblistes de F1
(i) F1(E)=Q donc Qe f1(x)
(i) Soit Aef~1(®). Il existe Be 2 tel que A=f~1(B). On a

AC=f1(B) = 1(B%)ef (@)

(i) Soit (An)pen € F-1(2B). Il existe Bne 2B tel que Ap=f"1(Bp), ¥neN. On a
UnENAn =Unen f_l(Bn) = f_l (UneN Bn) € f—l(ga)_
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@ On remarque que f~1(0(%)) est une tribu qui contient f~1(%) donc
a(f (€)= 1 (a(€)).

On définit

F={B<E; 1 (B)eo(f (%))}
et on montre qu'il s'agit d'une tribu sur E qui contient €.
(i) Ec7 puisque F1(E)=0ea(f1(%))
(ii) Soit BeZ, on a f'l(BC):f'l(B)CEu(f‘l(%)] donc B¢ e Z.
(iii) Soit (Bn)nen, on a fﬁl(UnEN Bn) =Unen fﬁl(Bn)EU(fil(%)) donc Upen Bn € F

On observe ainsi que & est une tribu sur E contenant % et par consequent
0(€)<cF. On observe alors que

flo(€)) c FH(F)co(FL(6)).

50/72



Rappels et définitions
Produits d’espace mesurable

Applications mesurables Propriétés des applications mesurables numériques

Definition 22 (Tribu engendrée par f)

f‘l(%) est la tribu engendrée par f. Il s’agit de la plus petite tribu 9 de Q pour
laquelle f est une application mesurable de (Q,97) vers (E, %).

Corollaire 1 (Caractérisation de la mesurabilité)

Soit € <« P(E) vérifiant o(€)=%. Soit f:(Q,/)— (E,%) une application.
f est mesurable < f_l(cg) cd.

preuve:

= Supposons que f soit mesurable, alors f‘l(%‘)ca{ découle de la définition de la
mesurabilité.
< Supposons que f~1(%)c.of alors on a

U B) = (o(€) =o(F () <ot
car F1(€) cof et a(F~1(€)) est la plus petite tribu de Q contenant f~1(%). Cela

implique que f est mesurable.
O
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Proposition 11 (Mesurabilité de gof)
La composée de deux fonctions mesurables est mesurable.

preuve:
Soit (Q;,/;),i=1,2,3 des espaces mesurables et f: Q1 — Q) et g:Qy — Q3. Pour tout
A3z €9f3, 0na

(gof) H(A3) =1 (g7(A3))

avec g 1(A3z) € oty puis F~1(g 1(A3z)) € #, ce qui permet de conclure que (gof) est
mesurable.

|.

Theoreme 5 (uf)

Soit (Q,) et (E,B) deux espaces mesurables, et f : (Q, o) — (E, %) une application
mesurable. A toute mesure u sur (Q,s/) on peut associer une mesure i sur (E,%B)
définie par

ue(B)=p|f1(B)|, Bea.

preuve:
Lf est a valeurs positives,comme p. De plus,

ur(9) = |1 (@)] = (o) = 9.
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Soit (Bn)np=0 une suite d'événements de % deux a deux disjoints. La suite
[P -1
d'événements {f (Bn)}nzo

supposons |'existence de we f~1(B1)nf1(By), alors f(w) € By et f(w)€ By ce qui
contredit I'hypothése B; N By = @. Par suite,

Y] -»

est une suite d'événements disjoints de <f. En effet,

g

U f_l(Bn)‘ = Z ﬂ[f_l(Bn)] = Z r (Bn).

n=0 n=0 n=0

|.

Definition 23 (Mesure image)

[if est appelée mesure image de p par f.

Une application permet de passer d'un espace mesuré (Q,</,1) a un autre espace
mesuré (E, B, uf)

Definition 24 (Loi de probabilité d'une variable aléatoire réelle)

Soit (Q,¢/,P) un espace probabilisé. La loi de probabilité Px de la variable aléatoire
X:(Q,,P)— (R,%R) est une mesure de probabilité définie par

Px(B)=P(X e B)=P(X~1(B)), VB e %g.

Il s’agit de la mesure image de P par X.
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Corollaire 2 (Continuité et mesurabilité)

Soient que (E1,01) et (E»,05) deux espaces topologiques et By et By leur tribu
borélienne associée, et f : E{ — E> une application. On a

f est continue = f est mesurable .

preuve:
On note simplement que 0y c B et 0(0) < By puis

f_l(@z)cﬁ’l c %

f est mesurable d'aprés le corollaire 1.
O
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2. Produits d'espace mesurable
Soit Q un ensemble, et (E;,%B;);c; une famille d’espace mesurable et (f;);c; une famille
d’applications

fi: Q— (E;, %)

Definition 25

La tribu engendrée par la famille (f;);¢; est la plus petite tribu sur Q pour laquelle les
f; sont mesurables.

Il s’agit de la plus petite tribu contenant {f’.’l(B) viel, Begé’,-}. On la notera J.
Soit g: (F,&)—(Q,9).

fi
Q7)) —— (£, %))

(F.7)
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Theoreme 6

Une condition nécéssaire et suffisante pour que g soit mesurable est que, pour tout
i€l, fiog soit mesurable.

preuve:
Si g est mesurable alors les composées f; o g sont mesurables puisque I rend les f;

mesurable.
Réciproquement, considérons

9={f1(B);icl, Bes}
et supposons que pour tout i €/, fjog soit mesurable. Alors, pour tout B € %;
(fiog) H(B)eF

" g N (f71(B))eF

On en déduit que g71(%) c F et finalement
o (D) =g o) =g 7 (T) =T

g est bien mesurable.
O
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Soient (Q1,971) et (Qo, ) deux espaces mesurables. On désigne par
p1:(w1,02) —~ w1 et py:(w1,02) — w3, (w1,02) €Q1 x Q.

les applications projections canoniques.

Definition 26

La tribu produit «/1 ® oy sur Q1 x Qo est la tribu engendré par les applications p; et
po, c'est a dire la plus petite tribu rendant mesurables les applications projections.

Proposition 12

Soit g une application définie sur un espace mesurable (F, %), a valeur dans un espace
produit (Q1 x Qp, o1 ® ef5). Une condition nécessaire et suffisante pour que g soit
mesurable est que

p1og:(F,.F)—(Q1,9) et ppog: (F,F)— (Q2,95)
soient mesurable.

Deux conséquences immédiates:
@ Une application mesurable de (Q,¢¢) a valeurs dans (R2,,@R2) n'est rien d'autre
qu’un couple d’applications mesurables de (Q,<#) a valeur dans (R, Bg).

@ Une application de (Q,«/) a valeur dans (C,%¢) est mesurable si et seulement si
Rf et Sf sont mesurables de (Q, /) dans (R, Bg)
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3. Propriétés des applications mesurables (numériques)
Soient f et g sont deux applications mesurables de (Q, /) dans (R, 8(R))

Proposition 13

.|

f est mesurable © Va€eR, {f <a}eof

Valide aussi avec {f < a}, {f > a}, et {f = a}.

o
f,g mesurables = {f < g}, {f <g},{f =g}, {f #gle

preuve:

© On remarque simplement que {f < a} = f~1(]-00,4[)
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@ Soit we {f <g} alors

f(w)<g(w) < 3FreQ, f(w)<r<g(w)
& TJreQuwelf<rinig>r}

o welJlf<nnig>n
reQ

On en déduit que {f <g}=Ureqif <rin{g>ries/. Les autres propriétés se
déduisent des observations suivantes

{f=gl=Q/if>g}, {f=gl={fzginif<glet{f#g}=Q/if =g}
O

Proposition 14 (Vecteur de fonctions mesurables)

h:weQ— (f(w),g(w)) est une fonction mesurable de (Q, </ )dans (RZ,QB(Rz))

preuve:
Soit Ax B un pavé dans 2(R?), on a

Y (AxB)=f1(A)ng (B)e

Comme o(Ax B) = %(R2) alors h est mesurable par application du corollaire 1. O
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Proposition 15 (Opérations sur les fonctions mesurables)

@ Les applications
f+g; axf, avec eR; fxg;

sont mesurables.

@ Les applications
inf(f,g); sup(f,g); f* =sup(f,0); f* =inf(f,0); Ifl

sont mesurables.

© Soit (fn)n=0 une suite d'applications mesurables de (Q, /) a valeurs dans
(R, %(R)). Sisupfy et inf f, sont finies alors
n=0 n=0

supfp; inffy; lim fn;  lim fp.
nzgn nz0 " n—+oo " n:oon

sont mesurables. En particulier, si “T fn=1f alors f est mesurable.
n—+oo

preuve:
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© L'application ¥ : R2 — R définie par W¥(x,y)=x+y est continue donc mesurable.
On remarque que |'application f+g est la composée de Yo h, ou
h:(x,y)— (f(x),g(x)), ce qui la rend mesurable. Le raisonnement est similaire
pour af et fg.

@ On remarque simplement que {sup(f,g) > a} = f~1([a,+oo[)Ug~1([a,+oo[) € 7. Le
raisonnement est similaire pour inf(f,g), sup(f,0) et inf(f,0). On garde |f| pour

I'examen :).
© Par définition lim f, = inf supf, qui est mesurable en vertu du point précédent.
n—-+oo k=20p>k
De méme lim f,. Enfin si f, tend vers f alors
n=+oo
f=lim fo= lim f,= lim f,
n—+oo n—+oo g

n—+oo

est mesurable.
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A.1 Existence et unicité de la mesure de Lebesgue
Il est naturel de mesurer un intervalle de R par sa longueur ou une union d'intervalles
disjoints par la somme de leur longueur respective.

Definition 27 (%, application longueur)

L'application longueur /: #p — R4 définie par
I(Ja,b[)=b-a, et I(®)=0.

L'objectif est de définir une application permettant de mesurer une partie quelconque
de R ou pour étre précis les ouverts de R. Comme R:U;f’l] — k, k[ alors toute partie
de R peut &tre recouverte. Cette application sera une mesure sur (R) coincidant avec
I"application longueur sur les intervalles ouverts.

Theoreme 7 (Caratheodory)

Il existe une et une seule mesure sur B(R), notée A, appelée mesure de Lebesgue, telle
que
A(]a, b[) = b-a, pour tout —co<a<b< +oo.

preuve (synthétique):
Existence:
Pour une partie Ac 2(R) on introduit |'instrument de mesure suivant.
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Definition 28 (Mesure extérieure de Lebesgue)

On appelle mesure extérieure de Lebesgue dans R |'application A* ‘R—R" définie,
pour tout Ae Z(R), par

+00 29
A" :inf{ Y I(In) ; (In)nen€ IR et Ac | In}

n=0 n=1

Proposition 16 (Propriétés de A*)

L’application A* vérifie les propriétés suivantes
QO 1'(9)=0
Q@ A*(A)=A*(B) pour A, BcR telles que Ac B (A* est monotone).
© Soit (An)nen €P(R) et A=UpenAn alors
A*(A)< 3 A% (An).
neN
(A* est sous o-additive)

@ A*(]a,b[) = b—a pour tout a,beR tels que —co< a< b< +oo.
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A* n'est pas o-additive et n'est donc pas une mesure sur Z(R) On va montrer que A*
est une mesure si on restreint |'application & 2(R). Concrétement , on montre que A*
est une mesure sur une tribu £ qui englobe %(R)

Definition 29 (La tribu de Lebesgue £)
Soit

&L ={EcPR) ; A*(A)=A"(ANE)+A*(AnE®)},pour tout Ac Z(R),

un sous-ensemble de Z(R), appelé tribu de Lebesgue.

Proposition 17 (Propriétés de £)
© £ est une tribu sur R,

(2] A& . % — R, est une mesure.

Les membres de la tribu £ réalisent un bon partage des parties de R.

preuve:

Il est immédiat que Re £ et que £ est stable par passage au complémentaire. De
méme, on remarque que 1* (@) =0.
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Etape 1. On va montrer que £ est stable par réunion finie et que A* vérifie, pour
(Ei)i=1,..,n telles que E;nE; =@ pour i #j,

n n
r* (An U E,-) =Y A" (AnE).
i=1 i=1
Soit E1,Ep c ¥ et E=EjUE5. On rappelle que Ec . Z si
A (A)=A*(ANE)+ A" (ANE®)

Nous savons que A*(A) = A*(ANE)+A*(AnE€) du fait de la o sous-additivé de 1*.
Notons que

A*(ANE)

/1*[AO(E1 UE2)]

= A[(AnE)U(ANE)]

= A[(AnEp)U(AnExnEf)]

A*(AnEp) +A*(AnEpnEY). 3)

IN

Comme Exc £ et AnEf € 2(R) alors
A(ANEf)=A"(ANEf NEx)+ A (AnEf nES)=A"(AnEf nE>)+ A" (AnES). (4)

On a également
A*(A):A*(A0E1)+A*(A0Ef). (5)
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puisque E; ¢ £. En ré-injectant (4) et (5) dans l'inégalité (3), on obtient
A (A)= A" (ANE)+ A" (ANE®).
Supposons que Eyn Ey =@ alors

A*(ANE)

A*[AQ(E]_ 6] E2)]

A [(AnE)U(ANE)]

A {(ANE) U(ANER) N Er}+ A" {[(AnEr) U (AN Eo)| N Ef}
A (ANE)+ A" (ANEy)

Les deux propriétés se généralisent pour une suite (Ep),=1,. , Par récurrence.
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Etape 2.
Considérons (Ep)pen € £ et E =UpenEn. Soit

n-1
Fo=Eg et Fp=Enl(Enn U Fp)
p=0

de sorte que Fg, Fq,... appartienent & £, soient disjoints, et vérifient E =Upen Fn. On

a
A (A) = A*(Aer_'JFp)+/1* An(LnJ Fp)c
p=0 p=0
> AmUFp)+/I [AnE]
p=0
= Xn:A*(AnFP)+A*[AmE]

p=0

En passant a la limite lorsque n— +oo, on obtient

+o00
A*(A) = Zo (AnFp)+A(ANES)
= A" (ANE)+A(ANE®) sous o-additivité.

ce qui prouve que Ec Z.
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On montre maintenant que A* est bien une mesure sur £. Soit (Ep)nen telle que
EnnEm=¢ si nZm. Comme ngo Epc E alors

A*(ANE)

\%

)L(LHJAOEP)

p=0

i MANEp).
p=0

On obtient A*(E) 22;2% A*(Ep) en choisissant A= E puis en passant a la limite
lorsque n— +oo. De plus 1*(E) SZZO:O A*(Ep) en vertu de la sous o-additivité. On a
donc

+00
AY(E)= X A"(Ep).
n=0
Pour montrer I'existence du théoréme (7), il suffit de montrer que ]a, +oo[ = & pour
tout a€R car dans ce cas B(R) c £ puisque ]a,+oo[ engendre B(R). Soit E =]a,+oo|,

pour acR et AeP(R), on veut montrer que

A*(A)=A*(ANE)+A*(AnES). (6)
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D'aprés la définition de A, il existe (In)pen € Ik, telle que AcUpen In et
A*(A) =X pen/(In) —€. Comme

AnEc  UpeninnE,
AnNE€c UpenInnES,

A (ANE)<s  YpenA*(InnE),
A (ANEC) s YpenA*(InnEC).
On a
A(ANE)+A"(ANES) = Y A*(InnE)+A"(InnE®)
neN
= Z /(/n)y
neN

puis A*(ANE)+A*(ANES) < A*(A) +¢, ol ¢ peut &tre choisi arbitrairement petit.
Finalement, A*(A) <A*(ANE)+A*(AnE€) est une conséquence de la o
sous-additivité, ce qui permet de conclure a I'égalité (6).

Pour I'unicité, on montre que s'il existe une autre mesure m sur B(R) telle que
m(]a, b[) = b—a alors elle coincide avec 1*. La proposition suivante est dés lors trés
utile.
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Proposition 18 (Condition suffisante pour I'égalité de deux mesures)

Soit (Q,/) un espace mesurable et m, i deux mesures sur «f. Supposons qu'il existe
€ o tel

@ % engendre of
@ < est stable par intersection fini
O Il existe (Cp)pen €€ telle que ChnnCr=9 si n#m, et Q=Upen Cp.-
© m(C)=p(C) pour tout Cc€
On a alors m=p
La preuve se termine en appliquant la proposition (18), avec
€ ={la,b] , —co<a<b<+oo}. On vérifie que
o 0(€¢)=2(R)
@ ¥ est stable par intersection
o Considérons la suite

Fn=]n,n+1)], nez

est dénombrable, disjointe et telle que Upez Fn =R
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0 . P
! ( anb]) '(]a'b )

. 1
= lim b—a+—
n—+oo n

= b-a
= A*(la b))

On définit alors A:= 1%

IB(R)
En résumé,
PR —-RT > Me : % — Ry est une mesure
= A::A;(R) : B(R) — Ry est la seule mesure telle que A(]a,b[)=b-a

= La mesure de Lebesgue
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