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Intégrale par rapport 3 une mesure Intégrale des fonctions étagées positives
Intégrale des fonctions mesurables positives

Intégrale des fonctions mesurables
Intégrale de fonctions & valeurs complexes

Soit (Q,/, 1) un espace mesuré. Nous allons définir I'intégrale d'une fonction f: Q— R
mesurable. On note .4 I'ensemble des fonctions mesurables de (Q, /) dans (ﬁ,%@).

I. Intégrale par rapport a une mesure

1. Intégrale des fonctions étagées positives

Le passage de la mesure d'un ensemble 3 la mesure d’une fonction (ou intégrale d'une
fonction) procéde d'une idée simple. Pour AcQ, on attribue la mesure p(A) a la
fonction indicatrice

1, siweA

0, sinon.

la(w) ={

Definition 1 (Intégrale de la fonction indicatrice)

L'intégrale de la fonction I4 par rapport & p est définie par

[ 1adh= [ 1a@)du(@) = ()

Plus généralement, si Be .o/, |'intégrale de f =14 sur B par rapport a u est définie par

[ tadi= [ 151adu= [ 1g(@)a(@)du(w) = u(An B).
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Definition 2 (Fonction étagées positives)

On appelle fonction étagée positive une fonction f: Q— R, définie par
n
f(w) =3 aila, (),
i=1

ol Ajp,Ay,...,Ap est une partition de Q de o/, et aj,...,ap =0 des coefficients réels et
positifs. On note &' I'ensemble des applications étagées positives.

Definition 3 (Intégrale d'une fonction étagée positive)

Soit f € &4, l'intégrale de f par rapport a u est donnée par
n n
ffd#= > aff"A,-d#: > aik(A),
i=1 i=1
L'intégrale de f sur B € o/ par rapport a p est donnée par

n n
f fdu=3" aif la;du= 3 aju(A;inB),
B i=1 VB i=1
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Exemple 1 (Variable aléatoire discréte)

Soit (Q,4/,P) un espace probabilisé et X : (Q, o) — (E,Z(E)) une variable aléatoire
discréte, avec E ={xy,...,xp}. X peut s'écrire

n
X=) xila, avec A; ={X =x}.
i=1

fan» =Y xP(A;) = YxP(X = x;) =E(X).
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Soit f,ge &Y et a>0.
Q f+geé&t et
f(f+g)d,u:ffd,u+fgdu.

? f(af)dp=affd,u.

)
fsg:ffdysfgdp.

preuve:
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@ Soient

f= Zal]A et g= Zbl]B
l— J_

L’ensemble {A;nBj ;i=1,...,n, et j=1,...,m} forme une partition. On a donc

f+g= Z Z(al+b AmB

i=1j=1
puis
n m
[fredn = X3 (ai+buAinE)

i=1j=1
n m

- L auang)e ¥ 5 bucans)
i=1j=1 i=1j=1
n m

= Z,l IU(A Z J”(B
i= j=1

= ffdy+fgd,u.

@ Immédiat

© On note que g—f €&" puis on conclut en intégrant g =f +(g-f).
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O

Proposition 2 (Beppo-Lévi 1" partie)

Soit (fn)pen* une suite croissante de &% qui converge simplement vers f € &%, alors

lim_ f A= f Fe
preuve:
On a
fn< f:ffndyﬁffdp, pour tout neN*.
donc lim [ fpdp < [ fdp. D’autre part, on pose Ap ={fp=cx f}, ot c€]0,1[. Comme la

suite des fj, est croissante alors la suite des A, est croissante pour l'inclusion et de
réunion Q. Comme fe&* alors f:Zf.‘zlﬂ,-[IBi et

k
la, f= .Zlb"”BiﬁAn'
i=

k k
,}LrgofﬂAnf=nangoi; bi.u(AnﬂBi):iZ,l bm(B;)=ffdu
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Comme fp zc,f.I]An pour tout neN*, on a

,}Lrgoffnduzc.nILngoff.ﬂAndu:c,ffdy.

En choisissant ¢ arbitrairement proche de 1, il vient

Jer;offnduszdp.

O
Le lien entre fonctions mesurables positives et étagées se concrétisent avec les résultat
suivants. On note .#, |I'ensemble des fonction mesurables de Q vers R .

Theoreme 1

Toute fonction f € 4 est limite simple d’une suite croissante de fonction de & .
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preuve:
Posons
n2"-1 k
fn=nl + —1 , n=1
n=mhieznt X gnllk crckit)

Par exemple,
1
f]_ :I]{le}+§ﬂ{%sf<1}, n>1.

et

1 1
fz:2ﬂ{f22}+Z"{%sf<%}+§"{%sf<%}+“" n=1.

Voici une visualisation, pour un w e Q, on a f(w) eRy et
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1]

0 05 1 15 2 25 3
f(0)

Figure: (bleu) f1; (rouge) f

La suite (fn),=1 est une suite de fonctions étagées positives.
@ qui converge vers f. En effet,

o Siwe{f=+o0} alors f(w)=+occ et lim fp= lim n=+co
n—+oo n—+oo
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o Si we{f <+oo} alors pour €>0, il existe N tel que ZLN <e et f(x) <N donc pour n= N

il existe ke{0,1,...,n2" -1} pour lequel ZL" <f< g%l Par suite
k 1 1
Osf(w)—fn(w):f(w)—ﬁ < 27<2W<€‘
@ qui est croissante, c'est a dire que pour tout neN et tout w € Q, fr(w) < fr1(w)

o Si fp(w)=0 alors le résultat est trivial,
o Si fp(w)>0 alors

@ Siwe{f=o0} alors fp(w)=n<n+1=Ff, 1(w)

e Si w€(2L,,sf< kil, pour un k€{0,1,2,...,n2" -1} alors

2n
oy b —f01 (), s;wg{;nskgm}
nlw)= -5
2n 2k+1 . 2k+1 k+1
<2kil =for1(), S""E{2n11 =f<fy }
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2. Intégrale des fonctions mesurables positives
L'introduction des fonctions étagées permet de définir I'intégrale d'une fonction
fe,.

Definition 4 (Par les fonctions étagées positives)

L'intégrale d'une fonction f € .44 par rapport a p sur BcQ est définie par

Fdu= {fd; &t sf}
fB u=supi | gduiges’ g

Proposition 3

Soit fe#* et (hp)nen* une suite croissante d'éléments de &%, telle que limhp = f.

Alors
ffdu:r}Lrgofhndy.

preuve:
Par définition de [fdy, on a

ffd,uth,,d,u, pour tout n>0,
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et en particulier [fdu> JL";ofhndll- Soit he & telle que h<f. On définit

gn=min(hp, h), neN*.

On remarque que (gn),>1 est une suite croissante de fonctions étagées positives qui
converge vers h, donc d’aprés Beppo-Lévi

nangofhnduzn|Lrgofgndy:fhdu

et ce pour tout h<f. On en déduit que

. o )
JLrgofhndpzsup{fhdp, hegt hsf}_ffdu

Proposition 4

|.

Soit f,ge My et a,b>0
o
f(af+bg)d,u:affdu+bfgd,u

Q f<g= [fdus [gdu

Preuve:
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@ Soient (fn)n=1 et (gn)n=1 deux suites croissantes de &' qui convrege
respectivement vers f et g. On en déduit que la suite définie par af, + bgn pour
n=1 converge vers af + bg. De plus, on a

/(afn+bgn)d/,t: a/fndy+b/g,,dp

ce qui est équivalent a

f(af+ bg)d,u:affdu+bfgd;1

aprés passage a la limite.

@ Si f<g alors h<f = h<g pour toutes fonction he & et

ffd,u:sup{fhdp; hegﬂhsf}ssup{fhdp; h€€+,hsg}:fgdu
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Theoreme 2 (Beppo-Lévi)

Si (fn)nen est une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant
simplement (u-p.p.) vers f alors

nli»Toof fndp:ffdu.

preuve:
Soit g€ &? telle que f =g, par exemple

g=) inf{f(0) ; we Ai}”A,-v

iel
ol (A;)jes forme une partition de Q. Soit
Ep={fn=ag}, neN,

avec @€ [0,1]. (En)pen est une suite croissante d'éléments de /. Comme

limf, =f = ag alors on peut trouver n assez grand tel que we€ Ep et donc U,y En=Q.
On en déduit que (I, ag)pen+ est une suite croissante de fonction étagées positives
telle que ,}Lngoﬂ,_:nag=ag et

JLn;ofﬂEnagdy:fagdp,
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par application de la Proposition 2. On a

fn= fnﬂEn zllEnag
nli_[r;off,,dpza[l]Enagdp:afgd;t

Iimffndpszdu

en faisant tendre a vers 1 et en prenant le sup sur les fonction étagées positives.

On obtient
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Definition 5

Une propriété II est vraie pu-presque partout si et seulement si I'ensemble
{weQ ; II(w) est fausse} est p-négligeable au sens ou

dBe o, {weQ ; N(w) est fausse} = B et u(B)=0.

Exemple 2

Soit f et g deux applications mesurables. Dire que f < g p-presque partout est
équivalent a
plweQ; {f(w)>g(w)}) =p(if >g1) =0

Proposition 5

Soit f une application mesurable a valeurs dans R". Alors
ffd,u:Oo f=0 p-p.p.

preuve:
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des fonctions mesurables
le de fonctior aleurs complexes

< Supposons que f € &" alors si f:Zf‘Zl ajla, =0 p-pp, cela signifie que soit a; =0
ou u(A;)=0 pour i=1,...k puis

k
[ fu= 3. ainan =o.
i=1

Si fe#" alors f est limite d'une suite croissante de fonctions étagées positives
(fn) neny* » nulles p-pp. on a

ffdy:’}Lngoffndy:O

par Beppo-Lévi.
= Supposons que [fdu = 0. Pour tout neN*, on a

et

En remarquant que

puis u(1f #01) < Zperye 1({F = 3}) =0,
= 18/40
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3. Intégrale des fonctions mesurables

On note .# I'ensemble des applications mesurables de (Q,s7) vers (R,%g) et p une
mesure sur (Q,¢/). Pour tout f€.#, on a

{f=0L{f<0leo

et
f+ = H{fEO}f, f_ = —I]{f<0}f

sont des applications mesurables positives. Il ne faut pas oublier que

F=fT—f et|fl=f"+f".

ff*du et ff—d,u

et par suite introduire le concept de fonction p-intégrable.

On peut donc définir
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Definition 6 (Fonction intégrable)

Une application f € /4 est p-intégrable si et seulement si

ff+d,u<ooet ff—d,u<oo

ffd,u:ff*du—ff’du.

On note £1(Q,of, 1) := £ (1) I'ensemble des fonctions intégrables.

et on pose

Remarque 1 (Critére important)

f € 4 est p-intégrable si et seulement si [f| est y-intégrable, avec

flfld/,t<oo.

Proposition 6

$1(Q,d,ﬂ) est un espace vecoriel sur R, et I'application f — [ fdu est une forme
linéaire.
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Soient f,ge /.
'fgdu Sflgldu

o
@ Supposons que g soit p—intégrable. Si |f|< g alors f est u-intégrable.

preuve:

@ Inégalité triangulaire

@ Onaftsgetf <g, cequiimplique que
ff+dp<ooet ff_dp<oo

puis f est p-intégrable
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Exemple 3 (Intégration par rapport a la mesure de Dirac)

Soit (Q,/) un espace mesurable, la mesure de Dirac en x € Q est définie par
Ox(A) =14(x), pour tout Aeof.
On veut montrer que toute fonction f € .4 est §x-intégrable.

Pour une fonction étagée positive f:Z;’zl a',-I]A,., ou Aj,...,A, forment une partition
de Q, on a

ffd&x = ila,-éx(A,-) = ila,-HAl. (x) = F(x).

Pour une fonction mesurable positive, on peut définir une suite croissante (fp)pen+ de
fonction étagées positives qui converge vers f alors

ffd&x = nﬂToof fddy = lim_fa(x) = F(x)
Pour une application mesurable f € .4, on écrit f=ft —f~ et
[ £dox= [ £rdon [ Fdsx=r*(x)-F () =)

cela prouve l'intégrabilité de f.
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Exemple 4 (Intégration par rapport a la mesure de comptage)

Si Q= {w1,wy,...} est un ensemble dénombrable, la mesure de comptage est donnée par

o0
=Y pidu;(A), Acs.
i=1

D'aprés I'exemple précedente, |'application f € /4 est p-intégrable si et seulement si
ZP: (wj)<o0 Zplf (wi) <00
i=1
ce qui est équivalent a

i p,-If(w,-)I < 0o0.

i=1

Il faut que la série de terme générale (p;f(w;));>1 soit absolument convergente.

Proposition 8

Soit f une application mesurable, si (A)=0 alors

fdu=0.
IRCS
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preuve:
On a {fly#0}c A et u(A)=0. Ainsi flp =0 p-p.p. ce qui implique |f|.I4 =0 p-p.p.
puis

f|f|.uAdu:o
Ce qui implique que
ff*.l]Adu:O et ff*.uAdp:o

et finalement

fd :ff‘lld 0.
[, fau= [ Findu

Proposition 9

|.

Soient f et g deux applications mesurables a valeurs dans R, égales p- presque
partout. Si f est intégrable, alors g aussi et [fdu= [gdu.

preuve:
Soit A={f #g} alors

fd:ffd+ffd:f d:fd
fﬂAuAcuAcgu gdp
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Proposition

Toute application p-intégrable a valeurs dans R est finie y-pp.

preuve:
On peut montrer que |f| est finie, soit M ={|f| =oc0}. On note que

f = nly pour tout neN*,

il vient alors
n/J(M)Sffdp<oo,

ce qui implique que p(M)=0.
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4. Intégrale de fonctions a valeurs complexes

Nous avons vu qu’une application f: (Q,e/) — (C,%¢) est mesurable si R(f) et S(f)
sont mesurables.

Definition 7

f est dite intégrable si R(f) et I(f) sont intégrables et dans ce cas

ffdp:fm(f)d;uif%(f)du.

Ifl=\/R(F)2+3(f)2.

On note

Proposition 11

|f| est intégrable si et seulement si R(f) et S(f) sont intégrables.

preuve:
On a [R(f)I<Ifl et IS(f)l <If| mais aussi |f] <|R(F)|+IS(F)I.

Proposition 12

L’ensemble $é(Q,£¢ ,1t) des fonctions a valeurs complexes intégrables est un espace
vecoriel sur C, et I'application f — [ fdu est une forme linéaire.
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Proposition 13

Pour feﬁfé(ﬂ,gf,p), on a

preuve:

Posons [fdu= reig, on note que

== s s
fe—iefdy:f%(e_igf)du+if%(e_i9f)du
f%(e_ief)dyzo

puis

On en déduit que

‘ffd;t':fﬂ?(e—f@r’)dpSf|e—i€f‘dp:f|f|du.
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Il. Théorémes de convergence

Lemme 1 (Lemme de Fatou)

Soit (fn)peN € M+, on a
f lim fodus< lim [ fodp.

n—-+oo n—+oo

preuve:
On pose gn = linf fi, pour n€N, ce qui définit une suite croissante de fonctions
=n

positives dont la limite est lim f,, ona
n=-+oo

fn zgn:ffndpzfgndp

lim [ fpduz lim [ gpdp

n—+oo n—+oo

puis par le théoréeme de Beppo-Lévi, il vient

lim [ godu=tim [ godpe= [ tim fod

n—-+oo n—-+oo
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Remarque 2 (Moyen Mnémotechnique)

Soit
fn(x) = Unnt1)> POUr N =0,

alors lim f,=0 et [f;(x)dA(x)=1 donc

n—-+oo

0= lim fodA< lim [ fpdA=1.

n—+oo n—+00

Exemple 5

Soit
fo(x) = nsin? (ﬁ), pour n=0 et xe]0,1]
1/3

On a lim f,=+o0 puis
n—-+oo

+oo:f lim fpdA< lim | fodd

n—+oo n—+oo

puis lim [ fpdp = 0o
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Theoreme 3 (Théoréme de convergence dominée)

Soit (fn)nen € A4 convergeant presque partout vers f, et telle qu'il existe une fonction
g€ fl(p) vérifiant |f,| < g, pour tout neN alors

nﬂToof f,,dp=ffdy.
preuve:

Les fonctions f, sont intégrables car dominées par g. Par suite, les fonctions g+ f,, et
g — fn sont intégrables et positives: On peut leur appliquer le lemme de Fatou, ce qui
donne

f lim (g+f,)du= lim (g+f,,)d,u©fgdy+] lim fndpsfgdu+ lim [ fdp.

n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo

d’une part et

f lim (g—fp)dp< lim (g—fn)duc»fgd,u—fnlﬁoofndys gdu+ lim (—ffnd,uJ.

n—+oo n—+o0 n—+oo

d’autre part. On en déduit que

ffdys lim [ fodu et ffdyznﬁoof fodps

n—+o0
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Théoréme de convergence

puis

ffnd/,t—»ffdp.

Exemple 6

|-

Soit o
fn(x) = s 2(X), pour neN et x €]1,+oo].
X

On a |fp(x)l = g(x) = XLZ intégrable. Soit N=m/2+ 7N, pour x€]1,+oo[/N on a
n“T fn(x) =0, comme N est de mesure nulle alors on a convergence de (f,) vers 0 A
—+00

presque partout. Puis par application du théoréme de convergence dominée, on a

i f fnd/l:f lim f,dA=0.
n=+00 J]1,+o0] 11,+00[ —+00
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I1l. Intégrale et série d'applications

Proposition 14 (Intégrale d'une série de fonctions mesurables positives)

Soit (fn)nen une suite de fonctions de .. et soit f =Y pen fn. Alors

ffdp: Z ff,,du.
neN

preuve: examen.

Proposition 15

Supposons que pour tout w, (fo(w)),n* Soit une suite alternée tel que (1fn(w)])pen*
décroisse vers 0. Si f] est intégrable alors

f Z fadu = Z ff,,d/.t.

neN* neN*

preuve: Par hypothése, ¥ ,cn* fn converge (Critére de convergence des série alternée).
On a également

n

> fi

k=1

<|fil, n=1.
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On applique ensuite le théoréme de convergence dominée sur la suite (Zz_l fk) Nt
- n

|.

Proposition 16

Soit (fn)pen* une suite d’applications intégrables qui vérifient

Y | Ifaldu<oco.

neN*

Alors la série Y. ,en+ fn converge p-pp, sa somme f est intégrable et

f Y fadu= Y, ff,,d/.t.
neN*

neN*

preuve:

La suite (Ifnl)jen* est une suite de fonction mesurable positives, par application de la
Proposition 14 on a

2 faldp= 3 [ Ifaldp.

neN* neN*

On en déduit que ¥ e Ifnl est fini u-p.p. (Proposition 10) et que la suite (fn)pen*
est absolument convergente. Sa somme, f, vérifie

Ifl< ) Ifnl

neN*
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et est donc intégrable. On vérifie également que

= Y Ifal

neN*

n
> i
k=1

puis il vient

Y fadu= Y | fadp,

neN* neN*

par application du théoréme de convergence dominée.

Proposition 17

Si (fn)pen* est une suite d’applications mesurables dont la série converge p-p.p., on a
I'inégalité suivante

+00
2 fn
n=0

+o00o
dus 3}, f |l dpe
n=0
preuve:
Soit

° :z%flfnldu:oo et I'inégalité est vérifiée
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° Z;E‘(’)flfnldu<oo alors comme ‘220:0 fn

/

SZ‘;":O\nt<oo et

+00
> fn
n=0

+00 +00
dusz faldp=)" | Ifaldu.
n=0 n=0
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IV. Intégrale de Lebesgue et de Riemann

Soit (Q,¢/,p1) = (R,%Br,A) ot A désigne la mesure de Lebesgue. Soit

f: (R %BR)— (@,%@) mesurable. Nous allons examiner le lien netre intégrale de
Riemann et de Lebesgue.

L'intégrale de Riemann étudie les fonctions continues sur un intervalle compact. Soit
f une fonction continue par morceaux sur un intervalle fermé [a, b]. Soit P une
partition de [a,b]:a=xg <x1 <...<xp=b. On pose

n n
Sp= _Zl(xi*Xi—l)Mi et sp= _Zl(x"fx"*l)m"’
i= =

M;= sup f(x)etm;= inf f(x).

xe[xj-1,%] xe[xj_1,x]
f est intégrable sur [a, b] si pour tout € >0 il existe une partition P telle que
Sp—sp<e.
Si f est Riemann intégrable alors irF1>f5p :SLIleSP .
Soit f une application définie sur [a, b[, on dit que f;’ f(x)dx est convergente, pour

tout c < b, I'intégrale [< f(x)dx est convergente et si Iimbff(x)dx existe. On note
c—
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alors fab f(x)dx et on I'appelle intégrale impropre de Riemann. On procéde de la
méme maniére pour définir |'intégrale impropre sur ]a, b avec —co< a< b < +oo.

Remarque 3 (Fonction Riemann intégrable mais pas Lebesgue intégrable)

Soit

f=lg,,
ol Q7 désigne I'ensemble des nombres rationels dans [0,1]. f est Lebesgue intégrable,
avec

[ #6820 = [ 19, (x)a1(x) = u@r) =0.
mais pas Riemann intégrable puisque
SP =1let Sp = 0,

pour toute partition P de [0,1]

Theoreme 4

Si f est Riemann intégrable sur [a, b], elle est Lebesgue intégrable sur [a,b], et les deux
intégrales coincident.

preuve:
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Soit P une partition quelconque de [a, b], on pose
n-1 n-1
g= i;l Mfu[x,-,l,x,-[ + M”H[X,,_]_,Xn] et h= i;l miu[Xi—eri[ + mnu[Xn—LXn]'
On note que g et h sont des fonctions étagées qui vérifient h<f <g et
S :[ dA et s :[ hdA
P lae) 87 S P T Sy

si f est mesurable, alors f[a b] fdA existe et coincide avec fab fdA =supsp.
’ P

Theoreme 5

Soit |a, b[ un intervalle ouvert (—co<a<b<oo). Si fab f(x)dx est absolument
convergente, alors f est Lebesgue intégrable sur ]a, b[ et les deux intégrales coincident.

preuve:
Va,b,c,d tels que —cosa<c<d<bs+oo, on a d'aprés le Théoréme 4,

f[ yd]IfldiszCd\f(x)ldx<fab|f(x)\dx<oo
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D’autre part, en vertu du théoréme de Beppo-Lévi

f[a,b] IFldA = giin%f[c’d] IFIdA(x)

puis i, 5 IFIdA = [P 1£(x)Idx.
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