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Mesures définie par des densités

Nous allons étudier dans ce chapitre diverses propriétés qui permettent d’effectuer des
calculs en théorie de I'intégration. Toutes ces notions admettent des applications en
calcul des probabilité.

I. Mesures définie par des densités

Proposition 1 (Mesure a densité)

Soit (Q,¢,1) un espace mesuré, et f:Q— Ry une application mesurable positive.
L’application v : of — Ry définie par

V(A):fAfd;t, Acd,

est une mesure sur (Q, /) appelé mesure de densité f par rapport a u

preuve:

0 v(0)=J, fdu
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Mesures définie par des densités

@ Soit (An)pen*, une suite d'éléments disjoints de «/. On note que

vi U An) / fdu
(ne!\l* Unen* An
= fﬂUnEN* An fd[t

[ % 1, fu

neN*

n
fn|Lngok§1uAkfdp

n
- nILngo_[kgluAkfd“
. n
- ’JLn;Okglf[lAkfdp

= Z "Akfd,“
keN*

= 2 v(Ap):

keN*

3/52



Mesures définie par des densités

o Si f est intégrable alors v est finie, en effet:

V(Q):f fdvsf [fldv <o
Q Q

o Si f est telle que [, fdv=1 alors v est une mesure de probabilité de densité f.

De nombreuses mesure de probabilité (R, %g) sont a densité par rapport a la mesure
de Lebesgue et sont associées a la loi d'une variable aléatoire X avec

Py (A)=P(X € A) = fA e (x)dA(x)

Une densité de probabilité fy : R— R* est essentiellement une fonction positive,
continue par morceaux d'intégrale 1!
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Mesures définie par des densités

Remarque 2

Une variable aléatoire X dont la loi de probabilité Px est a densité par rapport a la
mesure de Lebesgue est dite continue. On remarque que

Px (1) = P(X = x) :f{ ()10 =0
X
Cependant

Px([x, x+dx])=P(X € [x,x+dx]) = f[x e fx (x)dA(x) = f(x)dx
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Mesures définie par des densités

Exemple 1 (Lois de probabilités classiques)

QO X ~unif([a, b])

1
f(X) = Eu[a,b](x)' a<b.

Q@ X~.A(p0?)

)= — = e -5z (x|,

O X ~gamma(a,p)
e—x/ﬁxa—l

peT(a)

ol I'(a) =[5 e~ *x%~Ldx désigne la fonction gamma.

f(x)= Ipx (x), a,>0,
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Mesures définie par des densités

Theoreme 1

Soit (Q,.sz{,/.t) un espace mesuré, v une mesure de densité f par rapport a u, et g une
application mesurable définie sur (Q,s/). Alors g est v intégrable si et seulement si f.g

est p-intégrable, et
fgdv:fg.fdy.
preuve:

Supposons que g soit étagée positive avec

k
g= Z a,-[IAI..
i=1
On a
k k k k
fgdv= Y aiv(A) =) a,-[ fdu=>Y" a,-fﬂA,..fd/sz > [IAI..fd,u=fg.fd,u.
i=1 i=1 JA; i=1 i=1

On passe ensuite aux fonction mesurable positive via Beppo-Lévi puis aux fonctions
mesurables.
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Mesures définie par des densités

Definition 1 (Mesure absolument continue/étrangére)

Soit p1,v deux mesures sur (Q,<7).

@ v est absolument continue par rapport & p, v<<g, si et seulement si
VAeof, p(A)=0 = v(A)=0
@ v et u ont étrangéres, v.ly,

JA€e o tel que pu(A)=0 et v(A°)=0.

Si v est a densité f par rapport a g, alors
1(A) = 0= v(A) :fAfdv:O,

donc v << .
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Mesures définie par des densités

Theoreme 2 (Radon-Nikodym)

Soient p une mesure g-finie sur un espace mesurable (Q, <) et v une mesure o-finie,
absolument continue par rapport a u alors il existe une fonction, mesurable, positive, f
telle que

v(A):fAfdy, Aed.

De plus, f est unique a une p-équivalence pres, c'est a dire que si f et g sont toutes
deux densités de v par rapport a u alors

f=g u-pp.

On dira que f est la dérivée de Radon Nikodym de v par rapport a p et on note

d
f:d—:, ou dv=fdu

de sorte que

dv
A:f—d Aed.
v(A) N

preuve:
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Mesures définie par des densités

On va se contenter de montrer |'unicité, qui se limite a montrer que si f et g sont
toutes deux des densités de v par rapport a u alors f = g u-presque partout.
Posons A={weQ ; f(w)=g(w)}, on a

flf—gldﬂ = fAlf—gldwacIf—gldp=fA(f—g)du—fAcf—gdu
v(A) = v(A)—v(A°) +v(A°)=0.

On en déduit que |f —g|=0 p-p.p. puis f=g.
O
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Mesures définie par des densités

Exemple 3

Une variable aléatoire de comptage N est une variable aléatoire réelle qui ne prends
que des valeurs entiéres. Sa loi de probabilité est donnée par

Pr(A)=P(NeA)= Y P(N=n)s,(A), Ac %g,

neN

absolument continue par rapport a la mesure de comptage, définie par

v(A)= Y 6,(A), Ac %,

neN

qui compte le nombre d’entier dans A. En effet, on observe que pour A€ %y,
v(A)=0=Py(A)=0.

Donc Py << v donc par application du théoréme de R-N, il existe une application py
telle que

Pr(A) = [ PNGIdV(x) = T pu(n)0n(A), AcBs.
A neN
On identifie alors la loi de probabilité de N avec la dérivée de R-N de Py, par rapport a
v. Cela donne

pn(n)=P(N=n)=Pp(n), neN.
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Mesures définie par des densités

Proposition 2 (Décomposition de Lebesgue)

Soient p et v deux mesures o-finies sur (Q,sf). Il existe alors une application
mesurable positive f, unique 3 une u équivalence prés, et une mesure y sur (Q,/),
unique, étrangére a u telles que
v="Ff.u+vy,
c'est a dire
Vv(A) :fAfdyﬂ/(A), Ac.
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Mesures définie par des densités

Exemple 4

Soit une variable aléatoire défini par
X = I]A x U

ou
o A désigne |'événement |'assuré reporte au moins un sinistre dans |'année

o X est une variable aléatoire réelle positive égale au montant des indemnisations
versées a |'assuré. La loi de cette variable aléatoire est a densité f; par rapport a
la mesure de Lebesgue.

On suppose de plus que les variables aléatoire 4 et U sont indépendantes. La loi de X
est une loi de probabilité mixte au sens ou

Px(B) = (1-P(4))30(B) +P(A) [ fy(u)dA(w). B a.
On remarque que §g et A sont étrangéres avec

A({0}) =0 et 6 [{0}€] = 0.
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Intégration par rapport a une mesure image

1. Intégration par rapport a une mesure image

On rappelle que si f est une application mesurable de (Q, </, u) dans (E,2), on note
uf 1a mesure sur & définie par pf (B) = u[f"1(B)]. Le théoréme suivant permet
I'intégration par rapport a une mesure image.

Theoreme 3 (Théoréme de transfert)

Soit h: E — R une application mesurable réelle, h est /.Lf-intégrable si et seulement si
hof est u-intégrable et
f st :f e
E Q

preuve:
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Intégration par rapport a une mesure image

(R, %R)

Si h=Zf.‘:1 ajlp, est une application mesurable positive, alors hof = fozl ajla, of.

Remarquons que

1 siflw)eAjowef1(A)

(1a; o F)(w) =g, [f(w)] = {0 si f(w) ¢ A o we F1(A))

et donc [IAI.szllf,l(A,). On en déduit que
!

k k k k
thofdp: Y a;fl]AI.Ofdp: > aif"ffl(A,-)d/‘: > a,-,u[f’l(A,-)] =3 a;uf(A;):fhdyf.
i=1 i=1 i=1 i=1

15/52



Intégration par rapport a une mesure image

Pour h mesurable positive, on définit une suite croissante de fonctions (hp)pen étagées
positives convergeant vers h. La suite (hpof)nen une suite croissante, de fonction
étagées positives qui convergent vers hof. Par application du théoréme de Beppo
Lévy, il vient

J e = iy, [ ot” = i [ e ret= [ o

Pour le cas h mesurable, on observe que

flhld,uf:flh\ofdp:fmofldy,

donc h est uf—intégrable si et seulement si hof est p-intégrable et dans ce cas

fhd,uf - fh*—h—dpf:fhwuf—fh—dpf
fh+0fdpffh_0fdy:fhor’du.
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Intégration par rapport a une mesure image

Corollaire 1

Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q,s/,P) a valeur dans un
espace mesurable (E, %), et de loi Px. Soit g une application mesurable de (E, %)
vers (R,%Bg). Alors I'espérance de goX existe si et seulement si g est Px-intégrable et

E(goX)=E[g(X)] :ngon[F" :ngdPX.

Definition 2 (Espérance mathématique)

Si X est une variable aléatoire réelle P-intégrable, I'espérance mathématique de X est
définie par

E(X) =fQX(w)du»(w) =fXdu:>.

Remarque 3

L'application du corollaire précédent en prenant g =Id conduit a écrire

E(X) = fR xdPx (x)
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Intégration par rapport a une mesure image

Exemple 5

O Si (E,8B)=(R,%g) et si Px =Y nenpPnx, (X est une v.a. discréte) alors E(g o X)
existe si et seulement si ¥ pen pnlg(xn)l <oo et

Elg(X)]= Y. png(xn)-

neN

Q Si (E,8)=(R,%g) et si Px est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue,
E(goX) existe si et seulement si g.f est Lebesgue-intégrable et

Ele ()] = [ £(x)fx (x)dA00).
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Intégrale par rapport @ une mesure produit Mesure produit

Théoréme de Fubini et Tonelli

I1l. Intégrale par rapport a une mesure produit
1. Mesure produit
L'objet de cette partie est de répondre a deux questions

o Soient (Q7,97,u1) et (Qo, o, up) deux espaces mesurés, existe-t-il une mesure p
sur (Q1 xQp, o1 ® ofp) telle que

B(Ay x Az) = p1 (A1) x ua(A2)

@ Si une telle mesure existe, et si f est p-intégrable, peut-on calculer [fdu en
utilisant des intégration par rapport a uj et a ps?

Soit la tribu produit of = of] ® of5. Pour A€ o/, les sections
Ap; =lw2€Qp ; (w1,w3) €A} et Ay, ={w1 €Qy ; (w1,w2) €A}

sont mesurables (i.e. Ay, € et Ay, €1).
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Intégrale par rapport 8 une mesure produit Mesure produit

Théoréme de Fubini et Tonelli

Theoreme 4 (Mesure produit)

Soient pq et pp deux mesures o-finie définies respectivement sur (Q1,s#1) et (Qp, /).

@ Pour tout A de /1 ® of>, les applications
—+ —+
(Q2.9)— (R, %5 ) et (Q1,0n)— (R, 25:)
©2 — 1 (Aw) 01— p2(Awy)-

sont mesurables.

@ L'unique mesure p sur (Q1 x Qp, e/ ® ofp) telle que
1(A1 x Ap) = p1 (A1) p2(Az), pour tout Ay € oy et Ay ey,

est I'application définie par
uA) = [ 1 (Au )z (02) = [ ha(Auy )y (01)
Qo Qq

et notée =11 ® Uy.

preuve: Admis
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Intégrale par rapport @ une mesure produit Mesure produit

Théoréme de Fubini et Tonelli

Si A= A1 x Ay alors
A1 siwpeAp
sz = .
0] si wp ¢ Ap
et par suite
u(A1)  siwaeAy,

p1(Awy) = p1(A1)la, (@2) = {0 St g ¢ Ay,

On peut faire les mémes remarques pour Ay, et on en déduit que
u(A) = f 11 (Awy )dp2 =f 12(Awy )dpr
Q2 M

- 14(@1,02)dpnd :ffu wp)duyd
fﬂlfng(wlwz) poduy 0, Jo, A(w1,w2)dp1dus

On peut donc inter-changer |'ordre d’intégration pour les fonctions indicatrices, I'objet
des théorémes suivant est de changer I'ordre d'intégration pour des fonctions
mesurables.

2. Théoréme de Fubini et Tonelli
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Intégrale par rapport 8 une mesure produit Mesure produit

Théoréme de Fubini et Tonelli

Theoreme 5 (Tonelli)

Soit f:Q1 xQp—R' mesurable.

o wy+— f(wy,w>) est mesurable pour tout w1 € Q7 et la fonction
wl**fQ f(w1,02)duz(w2)
2

est mesurable et positive.

o wy+— f(wy,w>) est mesurable pour tout wy € Qs et la fonction
wz**fQ f(w1,02)dp1(@1)
1

est mesurable et positive.

Enfin, on a les égalités

ffd(m@Hz) = fﬂz(f f(w1’w2)dﬂl(w1))dﬂ2(w2)

fm (f Flon, “’2)"#2(0’2)) duz(w1).
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Intégrale par rapport 8 une mesure produit Mesure produit
Théoréme de Fubini et Tonelli

Theoreme 6 (Fubini
Soit f:Qq xQp — R mesurable. Si

flfld(m ® 12) < oo,

alors

ffd(ﬂl ® o) fﬂz (f&h f(wlrw2)dﬂ1(w1))dﬂ2(w2)

fﬂl (fgz f(wlrw2)d#2(w2)) duy (1)
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Intégrale par rapport @ une mesure produit Mesure produit
Théoréme de Fubini et Tonelli

Exemple 6

Nous cherchons a évaluer I'intégrale
f+oo e’ysinz(y)d
0 y Y

. e Ysin2(y) . L
Notons que g:y — ——y — est continue sur ]10,00[ et donc localement intégrable.

o Lorsque y — 0 alors

e Ysin?(y) _ e’nyinZZ(y) ~0
y y
et donc g est prolongeable par continuité en 0.
o Lorsque y — o0, on a
gly)=o(e™)

donc g est intégrable au voisinage de co.
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Intégrale par rapport @ une mesure produit Mesure produit

Théoréme de Fubini et Tonelli

La fonction g est Riemann intégrable sur ]0,00[, elle donc Lebesgue intégrable et les
deux intégrables coincident. On définit f:(x,y)— e Y sin(2xy) et on note que

If(x,y)l<e™, pour tout (x,y)€[0,1] xR*

et donc que f est A, intégrable sur [0,1] xRt On remarque que x+— e Y sin(2xy) est
continue sur [0,1] donc Riemann intégrable puis Lebesgue intégrable et

2
Jouy & sn@)da00) =y .
Par Fubini, on a
f[o,uxw Floy)dia(ny) = f[o,llf[m (3 y)dA(y)dA(x)
i f“**f[O,l] f(x y)dA(x)dA(y)

De plus
2x

+00
f]0y+oo[e_ysin(2xy)d/1(y) :fo e Vsin(2xy)dA(y) = Tra2
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Intégrale par rapport @ une mesure produit Mesure produit

Théoréme de Fubini et Tonelli

aprés deux intégrations par parties. On a également

2x 1 2x
dA(x) = dx=1In(5)/4
f[o,l] 4x2+1 () 0 a2+l n(5)/

On en déduit que

+00 ¢~ gin2
fo Wdyan(s)/zx.
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Fonction de répartition

Changement de variables Théoréme de changement de variables

IV. Changement de variables
1. Fonction de répartition

Definition 3 (Fonction de répartition)

La fonction de répartition F d'une mesure v définie sur (R, %g) est définie par
F(x)=v(]-00,x]), x€R.

Le résultat suivant établit un lien entre |'absolue continuité d'une mesure v sur (R, Zg)
par rapport a la mesure de Lebesgue et I'absolue continuité de la fonction de
répartition F sur ]a, b[ définie par

Ve>0, In>0tel que Y (bn—an)<n= Y [F(bn)-F(an)]<e

neN* neN*
avec a<ap<bp<b, VneN*.

Theoreme 7

Si v est une mesure finie (R,%g), alors sa fonction de répartition F est absolument
continue si et seulement si v est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R.
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Fonction de répartition

Changement de variables Théoréme de changement de variables

Theoreme 8

Soit F une application absolument continue. Sa dérivé F' est A-presque partout
définie et intégrable avec

Fld) f] BNACEIO!

F est donc la fonction de répartition d'une mesure v absolument continue par rapport
a A dont la densité de Radon-Nykodim est F'.
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Fonction de répartition

Changement de variables Théoréme de changement de variables

2. Théoréme de changement de variables

Soit @:]a, b[— |¢(a),p(b)[ strictement croissante et de dérivée @ continue. Soit y la
mesure sur (]a, b[, %), p[), définie comme la mesure image de la mesure de Lebesgue
sur (]d’(a)l‘/’(b)['%]ﬂa),(p(b)[) par la fonction ¢~1. Soit f:R— R mesurable et
Lebesgue intégrable sur ]¢p(a),¢p(b)[. En résumé,

(12, 5L, By 5 1) (162 SOV B2y ) V)

fogb

(R, 2r)

On note que p(]a,x[) = A(]@(a), ®(x)[) = ®(x) —@(a). Cela implique que la fonction de
répartition de p est absolument continue et donc que p est absolument continue par
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Fonction de répartition

Changement de variables Théoréme de changement de variables

rapport a Lebesgue, sa densité est la dérivée de ®(x)—®(a) soit ®'(x). On en déduit
par le théoréme de transfert que

fdA= foddu= (D & (x)dA(x).
fw(am(b)[ habl f]a,,,[ (@0) @ (x)dA(x)

Soient U et V deux ouverts de R" et ¢p: U— V une bijection, dont les dérivées
partielle sont continues. On note

D(x) = (¢1(x),-- ¢n(x)) := (y1,--,yn) =y, pour x=(x,...,%n).

La matrice jacobienne de ¢ est définie par

0 0
D ORI 1)
D¢ . . )
E(x): : . : , pour xe U,
0 0
7;;;1 x) ... rfj (x)

son déterminant det (%(x)] est appelé jacobien.
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Fonction de répartition
Changement de variables Théoréme de changement de variables

Theoreme 9 (Formule de changement de variable)

Soit f:R" —R" une application Lebesgue intégrable sur V, alors

J, F0)dn(r) = [ o) |dee(

det(Dd) (x))' dAn(x).

A noter que la formule fait intervenir la valeur absolue du Jacobien.

Exemple 7 (Intégrale de Gauss)

On souhaite calculer
+00 2
I:f e ¥ dx.
0

Comme f:(x,y) »—-exp(—a(xz +y2)] est Riemann intégrable sur R? alors elle est
Lebesgue intégrable, par Fubini on peut écrire

I2:f|Rz+ fﬂh exp(—a(x2+y2))dxdy:f[Rzgr exp(—a(x2+y2))d/'lz(x,y).

L'application
¢:(r,0)— (rcosb,rsinf)=(x,y).
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Fonction de répartition

Changement de variables Théoréme de changement de variables

est une bijection de Ry x]0,7/2[ dans Ry x Ry qui posséde des dérivée partielle. Le
Jacobien de @ est donné par

o
D(r,0)

cosf —rsinf |
sinf  rcosf

Par application de la formule de changement de variable, il vient

2 :fz exp (—a(x2 +y2)) d/12(x,y) =

—ar?|rda2 VT
w2 R+x]0,n/2[exp( ar )rd/L (r,0)el= 25
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Intégrale dépendant d’'un paramétre

V. Intégrale dépendant d'un paramétre

Soit (Q,<7, 1) un espace mesuré et f:Qx T — R une fonction de deux variables, oo T
est un intervalle de R. On suppose que, Vte T w— f(w,t) est mesurable par rapport a
o/ et intégrable par rapport a p.

Proposition 3 (Continuité de |'intégrale)

Si t— f(w,t) est continue p-presque partout et qu'il existe une fonction g intégrable
par rapport a u telle que
[f(w,t)l <g(w), VteT.
Alors
F(t)= [ Flo.6)du(w)
Q

est continue sur T.

preuve: Comme T est un espace métrique, la continuité est caractérisée par le
comportement des suites. F(t) est continue si pour toute suite (tp)pen convergeant
vers t, F(tp) converge vers F(t). La suite de fonction (f(w,tn))pen converge vers
f(w,t) par continuité de t— f(w,t) puis comme |f(w,tp)| < g(w) alors (F(tn))nen
converge vers F(t) en vertu du théoréme de convergence dominée.
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Intégrale dépendant d’'un paramétre

Proposition 4 (Dérivabilité de I'intégrale)

Si t— f(w,t) est dérivable par rapport a t u-presque partout et qu'il existe une
fonction g intégrable par rapport a u telle que

<g(w), VteT.

of
5o

Alors
F(t)= [ Flot)du(o)

définit une fonction dérivable sur T, avec

F(t)= [ 3 (@nt)duo).

preuve:
Il s'agit de montrer que pour toute suite (tp)peny coOnvergeant vers t, on a
. tn) F( t)
lim (0, t)dp(w
lim )20 ().
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Intégrale dépendant d’'un paramétre

On pose fp(w) = w qui est une suite de fonctions mesurables convergeant

vers %(w, t) qui est donc mesurable. De plus, le théoréme des accroissements finis

entraine |'inégalité
Ifn(w)l < g(w).

L'application du théoréme de convergence dominée sur la suite (f;)neny donne

lim F(t,,) F(t

n—+oo

- [ f@)du@) ~ [ 3 (@ t)duo)

Exemple 8 (La fonction Gamma)

On note T la fonction définie par
oo 1
F(X):]O e tt*71dt, x€]0,+oo|

On pose

Hp = nx=1.

L
o

==
LDs

@ Vérifier que T est bien définie.
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Intégrale dépendant d’'un paramétre

(<)

Démontrer que la fonction T est dérivable sur ]0,+oo|, avec

/ _ O tox-1
1“(x)_0 e 't " log(t)dt

Montrer que la suite
up=Hp—log(n), n=1

admet une limite lorsque n tend vers l'infini. On notera y cette limite, auusi
appelé constante d'Euler.
montrer que

11-(1-v)"
Hn:f Eal Gl LY
0 v

En déduire que, pour tout n=1,

Hnsr f (1-v)"log(v)dv.

n+1

Etablir que pour tout t=0, 1-t<et
On pose In = [ (1 - £)"log(t)dt. Montrer que

+oo
Iiml,,:f0 e tlog(t)dt

Montrer que y=-T"(1).

Hint: On pourra montrer que Ip = -1 (log(n) — Hpy1)-
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Les espaces Lp

VI. Espaces £P
Soit (Q,4/, 1) un espace mesuré. On considére des applications mesurables

o f:Q—R, auquel cas |f|=FfT+f~
1/2
e f:Q+~—C, auquel cas |f|z[§R(f)2+&‘s(f)2] /

Pour tout réel pe[1,+oo[, on définit
1/p
i#1tp = [ 1FPau]

Definition 4 (Espace "L-p")

LP = P(Q, o ) ={f el ; |Ifllp<oo}

La relation d’égalité u presque partout définit une relation d'équivalence dans I'espace
vectoriel des applications mesurables, avec

f~gef=g p-pp.

On désigne par LP(Q,of,u) = £LP(Q, o, 1)/ ~ 'ensemble quotient associé. Un élément
de LP est une classe de fonction egales u—pp qu’on assimilera a un de ses
représentants.
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Theoreme 10

Pour 1< p<oo, LP est un espace vectoriel normé par ||.|p.

preuve:
Montrons que LP est un espace vectoriel

(i) Soient f e LP et a un scalaire, on a
lla-fllp <lal-[Ifllp <oo

et donc a-felLP

(i) La fonction x— |x|P est convexe Vx €R alors

|X+7y‘P Py
2

R 2P 115P 4 2P~ 1)yP

avec x,y €R. Pour x,y€C, on a
Ix+yIP < (Ix|+1yl)P < 2P~ 1 x|P + 2P~ 1|y|P

On en déduit que pour f,geLP,

[1f+erau=2rt [ifpape 2t [igPap

et donc que f+geLP.
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Montrons que [I-1lp est une norme, notons que

fllp=0=f=0pu-pp

lla-fllp =lal-1lfllp,

pour tout scalaire a. L'inégalité triangulaire nécessite deux lemmes importants.

Lemme 1 (Inégalité de Holder)

Soient p,q>1 deux nombres conjugués au sens ot 1/p+1/q=1. Si felLP et ge L9,
alors f-ge Ll, et

f|f-g|dus||f||p~||g||q.

Si [Ifllp=0ou |If|lg =0 alors f-g =0 u-pp et on a bien

f|f~g\dps||f||p4||g||q.

Sinon, on pose
_If _ gl

,et b= .
fllp ligllg
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La fonction x— logx est concave, on a

p qy | P q
Iog(ﬂ+ﬁ)270g(la‘) +70g(|b|) =log(labl)
q p q

. p q . L N
puis finalement |ab| < % + % ce qui est équivalent a

. P q
If-gl - Ifl - g -
Ifllp-llgllq ~ pliflly  qllglld

En intégrant, il vient
[17-gidu=iifi, igitq <.

|.

Remarque 4

Pour X, Y deux variables aléatoires réelles, le cas p=qg =2 correspond a |'inégalité de

Cauchy-Schwarz
E(IX-Y]) < VE(X2)-E(Y?2).
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Lemme 2 (Inégalité de Minkowski)

Soient pe [1,00 et f,g e LP alors
I +gllp <IIfllp+1gllp

preuve: Si p=1 alors I'inégalité résulte de |f + g| <|f|+|gl|. Sinon, on pose q = p—f’l de

sorte que 1/p+1/q=1. Comme f+ge LP alors |f+g|P~1 e L9. On utilise I'inégalité
de Holder,

[ir+eran = [ir+glif+grtdu
= f(|f|+|g|)~|f+g|"‘1du
(vl (el
- (s 0]

Il vient finalement
Nf+gllp<Iifllp+ligllp

O
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Pour tout fonction f € .4 sur (Q, o/, 1), on définit

1flloo = infIM e R, ; || < M}.

L'ensemble £ ={f € 4 ; ||f|lco < oo} correspond a I'ensemble des fonctions
mesurables et bornées u-pp.

© On sous-entend que L™ est |'espace quotient de £ pour la relation d'égalité
H-PPp.
@ p=1 et g=o00 sont conjugués, |'inégalité de Holder est valide car si f € Llet
g €L alors
If-gl<Ifl-1gllco-

© On L"cLP avec p<r si u est fini. (on remarque que |f|P <|f|r+1)
Theoreme 11
L®® est un espace vectoriel normé pour la norme ||-|loo
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preuve:
L est un espace vectoriel car

(i) Pour a un scalaire et f€ L, on a
lla- flloo =1al-llIflloo

et donc a-f e L.
(i) Comme |f +g|<|f|+|gl| alors on a directement |If + glloo < [Ifll +1Iglloo

Pour montrer que ||-|loo est bien une norme, on observe que
1flloo=0=>Ff=0 u—pp
O

Theoreme 12 (Théoréme de convergence dominée dans LP)

Soit (fn)p=0 € 4 qui converge simplement vers f. Supposons qu'il existe g € LP pour
pe[1l,00[ telle que
Ifal<g, n—pp.

alors fe LP et lim [|fo—fllp=0
n—oo

Preuve:
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Comme |f| < g alors f € LP. La suite (|fn—fIP) 50 converge vers 0 et vérifie
Ifn—fIP <2Pg.
Par application du théoréme de convergence dominée, il vient

Jim l1fa—fllp = 0.

Remarque 6

© La convergence n|im [1fallp =1Ifllp est la convergence en moyenne d'ordre p.
— 00

@ L'espace L2 est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

<f,g>:ff-gd/,t, pour f,gEL2.

<f,g>:ff~§dy,

si f et g sont a valeurs complexe.
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Theoreme 13 (Inégalité de Jensen)

Supposons que 1 est une mesure de probabilité et soit ¢ :R— Ry une fonction
convexe. Alors pour f € 21(9,&%#)'

f(pofduz(p(ffd,u).

Soit &p = {(a, b) er? : Vx eR,¢(x) = ax+b}. Comme ¢ est convexe alors

preuve:

¢(x)= sup (ax+b), pour xeR.
(a,b)e&y

NB:Le sup est pris sur un ensemble de réel ax+ b pour x fixé.
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En effet, ¢ est au dessus de toutes ces tangentes mais égale en un point a une d’entre
elle. On en déduit que

f(pOfdp > sup | (af +b)du
(a,b)e&y

= sup affd/,t+b
(a,b)e&y

oo

Theoreme 14

Pour 1< p<oo, £P(Q,e,u) est espace de Banach (espace vectoriel normé et
complet).

preuve:
Il faut montrer que les suites de Cauchy convergent en norme ||.||p. Nous avons besoin
de deux lemmes
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Soit (fn)p=1 € LP telle que

[e]
Z ||fn||p <o,
n=1
alors la suite (X]_; fn) converge en moyenne d’ordre p.

preuve:
Supposons que les f, sont positives, alors la suite S, :Zzzl fx, n=1 converge
simplement vers une application mesurable S. L'inégalité triangulaire implique que

n P
[ Shdus ( )3 kanp)
k=1
puis en vertu du théoréme de convergence monotone, il vient
00 P
fSpduS Y llfillp| <oo
k=1

et Se LP. Considérons n,n’ €N tels que n’ > n, alors

P
(S —Sn)P ( Y fk) :
k=n+1
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On fait tendre n’ vers oo, on obtient (par convergence monotone)
f(sfs,,)"du: lim 115, - Snllp
n'—oo
L'inégalité triangulaire implique alors

o0
S—-5,)Pdu=< I1fillp — O (Reste de série convergente).
I kllp g
k=n+1

Finalement [|S—Spllp — 0. Pour le cas général des f;, mesurable, on éffectue le méme
travail pour les suites 7, f;, S/}, et S;, et I'inégalité triangulaire permet de conclure
avec

1S = Snllp <115 =57 11p +11S™ = Sy lIp-

On a montré qu'une série absolument convergente converge dans LP.

Lemme 4

| D

Un espace vectoriel normé ou toute série absolument convergente converge est
complet.

Preuve:
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Une suite de Cauchy est convergente si elle admet une sous-suite convergente. En effet
soit (up) une suite de Cauchy telle que up, converge vers une limite /. Pour tout >0,
il existe kg €N tel que ||up, — | <e/2. De plus, il existe by tel que si min(k, k") > bg
alors ||uy — uLII <¢/2. En choisissant n= max(nko,nbo), on a |lup—Il| <e.

Soit (up) une suite de Cauchy. On pose ng =1, puis

ng =inf{n>ny_q ; ii'=n— [luj—upll 52_k}
forme une suite d'indice croissantes. Patr construction, on a
llny, = tny 41|27
pour k=>1. La série de terme générale (up, —un, ) est absolument convergente donc

convergente par hypothése. la suite (un, ) converge, puis (up) converge en tant que
suite de Cauchy dont une sous-suite converge. O.
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Theoreme 15

L’ensemble & des fonctions étagées p-intégrable est dense dans LP

preuve:

Soit f € LP, alors il existe une suite de fonctions étagées (f),>1 telle que converge
vers f. Pour tout n>1,

0 si |[fp(w)l>2|f(w)l
fn(w) sinon .

gn(w) :{

La suite (gn),=1 est une suite de fonctions étagées de LP qui converge vers f et qui
vérifie |gn| <2-|f|. Par convergence dominée, il vient

Hf*gan"O-
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