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Nous allons étudier dans ce chapitre diverses propriétés qui permettent d’effectuer des
calculs en théorie de l’intégration. Toutes ces notions admettent des applications en
calcul des probabilité.
I. Mesures définie par des densités

Proposition 1 (Mesure à densité)

Soit (Ω,A ,µ) un espace mesuré, et f :Ω 7→R+ une application mesurable positive.
L’application ν :A 7→R+ définie par

ν(A)=
∫
A
f dµ, A ∈A ,

est une mesure sur (Ω,A ) appelé mesure de densité f par rapport à µ

preuve:

1 ν(;)= ∫
; f dµ
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2 Soit (An)n∈N∗ , une suite d’éléments disjoints de A . On note que

ν

( ⋃
n∈N∗

An

)
=

∫
⋃
n∈N∗ An

f dµ

=
∫
I⋃

n∈N∗ An f dµ

=
∫ ∑

n∈N∗
IAn f dµ

=
∫

lim
n→∞

n∑
k=1

IAk
f dµ

= lim
n→∞

∫ n∑
k=1

IAk
f dµ

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
IAk

f dµ

= ∑
k∈N∗

∫
IAk

f dµ

= ∑
k∈N∗

ν(Ak ).
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Remarque 1

Si f est intégrable alors ν est finie, en effet:

ν(Ω)=
∫
Ω
f dν≤

∫
Ω
|f |dν<∞

Si f est telle que
∫
Ω f dν= 1 alors ν est une mesure de probabilité de densité f .

De nombreuses mesure de probabilité (R,BR) sont à densité par rapport à la mesure
de Lebesgue et sont associées à la loi d’une variable aléatoire X avec

PX (A)=P(X ∈A)=
∫
A
fX (x)dλ(x)

Une densité de probabilité fX :R 7→R+ est essentiellement une fonction positive,
continue par morceaux d’intégrale 1!
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Remarque 2

Une variable aléatoire X dont la loi de probabilité PX est à densité par rapport à la
mesure de Lebesgue est dite continue. On remarque que

PX ({x})=P(X = x)=
∫

{x}
fX (x)dλ(x)= 0

Cependant

PX ([x ,x +dx])=P(X ∈ [x ,x +dx])=
∫
[x ,x+dx]

fX (x)dλ(x)≈ f (x)dx
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Exemple 1 (Lois de probabilités classiques)

1 X ∼ unif([a,b])

f (x)= 1
b−a

I[a,b](x), a< b.

2 X ∼N (µ,σ2)

f (x)= 1
σ
p
2π

exp

[
− 1
2σ2 (x −µ)

]
,

3 X ∼ gamma(α,β)

f (x)= e−x/βxα−1

βαΓ(α)
IR∗+ (x), α,β> 0,

où Γ(α)= ∫ +∞
0 e−xxα−1dx désigne la fonction gamma.
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Theoreme 1

Soit (Ω,A ,µ) un espace mesuré, ν une mesure de densité f par rapport à µ, et g une
application mesurable définie sur (Ω,A ). Alors g est ν intégrable si et seulement si f .g
est µ-intégrable, et ∫

gdν=
∫
g .f dµ.

preuve:
Supposons que g soit étagée positive avec

g =
k∑
i=1

αi IAi
.

On a∫
gdν=

k∑
i=1

αiν(Ai )=
k∑
i=1

αi

∫
Ai

f dµ=
k∑
i=1

αi

∫
IAi

.f dµ=
∫ k∑

i=1
IAi

.f dµ=
∫
g .f dµ.

On passe ensuite aux fonction mesurable positive via Beppo-Lévi puis aux fonctions
mesurables.
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Definition 1 (Mesure absolument continue/étrangère)

Soit µ,ν deux mesures sur (Ω,A ).
1 ν est absolument continue par rapport à µ, ν<<µ, si et seulement si

∀A ∈A , µ(A)= 0 ⇒ ν(A)= 0

2 ν et µ ont étrangères, ν⊥µ,

∃A ∈A tel que µ(A)= 0 et ν(Ac )= 0.

Exemple 2

Si ν est à densité f par rapport à µ, alors

µ(A)= 0⇒ ν(A)=
∫
A
f dν= 0,

donc ν<<µ.
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Theoreme 2 (Radon-Nikodym)

Soient µ une mesure σ-finie sur un espace mesurable (Ω,A ) et ν une mesure σ-finie,
absolument continue par rapport à µ alors il existe une fonction, mesurable, positive, f
telle que

ν(A)=
∫
A
f dµ, A ∈A .

De plus, f est unique à une µ-équivalence près, c’est à dire que si f et g sont toutes
deux densités de ν par rapport à µ alors

f = g µ-pp.

On dira que f est la dérivée de Radon Nikodym de ν par rapport à µ et on note

f = dν
dµ

, ou dν= f dµ

de sorte que

ν(A)=
∫
A

dν
dµ

dµ A ∈A .

preuve:
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On va se contenter de montrer l’unicité, qui se limite à montrer que si f et g sont
toutes deux des densités de ν par rapport à µ alors f = g µ-presque partout.
Posons A= {ω ∈Ω ; f (ω)≥ g(ω)}, on a∫

|f −g |dµ =
∫
A
|f −g |dµ+

∫
Ac

|f −g |dµ=
∫
A
(f −g)dµ−

∫
Ac

f −gdµ

= ν(A)−ν(A)−ν(Ac )+ν(Ac )= 0.

On en déduit que |f −g | = 0 µ-p.p. puis f = g .
ä
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Exemple 3

Une variable aléatoire de comptage N est une variable aléatoire réelle qui ne prends
que des valeurs entières. Sa loi de probabilité est donnée par

PN (A)=P(N ∈A)= ∑
n∈N

P(N = n)δn(A), A ∈BR,

absolument continue par rapport à la mesure de comptage, définie par

ν(A)= ∑
n∈N

δn(A), A ∈BR,

qui compte le nombre d’entier dans A. En effet, on observe que pour A ∈BR,

ν(A)= 0⇒PN (A)= 0.

Donc PX << ν donc par application du théorème de R-N, il existe une application pN
telle que

PN (A)=
∫
A
pN (x)dν(x)= ∑

n∈N
pN (n)δn(A), A ∈BR.

On identifie alors la loi de probabilité de N avec la dérivée de R-N de PN par rapport à
ν. Cela donne

pN (n)=P(N = n)=PN (n), n ∈N.
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Proposition 2 (Décomposition de Lebesgue)

Soient µ et ν deux mesures σ-finies sur (Ω,A ). Il existe alors une application
mesurable positive f , unique à une µ équivalence près, et une mesure γ sur (Ω,A ),
unique, étrangère à µ telles que

ν= f .µ+γ,

c’est à dire
ν(A)=

∫
A
f dµ+γ(A), A ∈A .
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Exemple 4

Soit une variable aléatoire défini par

X = IA×U

où

A désigne l’évènement l’assuré reporte au moins un sinistre dans l’année

X est une variable aléatoire réelle positive égale au montant des indemnisations
versées à l’assuré. La loi de cette variable aléatoire est à densité fU par rapport à
la mesure de Lebesgue.

On suppose de plus que les variables aléatoire IA et U sont indépendantes. La loi de X
est une loi de probabilité mixte au sens ou

PX (B)= (1−P(A))δ0(B)+P(A)
∫
B
fU (u)dλ(u), B ∈BR.

On remarque que δ0 et λ sont étrangères avec

λ({0})= 0 et δ0 [{0}c ]= 0.
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II. Intégration par rapport à une mesure image
On rappelle que si f est une application mesurable de (Ω,A ,µ) dans (E ,B), on note
µf la mesure sur B définie par µf (B)=µ[f −1(B)]. Le théorème suivant permet
l’intégration par rapport à une mesure image.

Theoreme 3 (Théorème de transfert)

Soit h :E 7→R une application mesurable réelle, h est µf -intégrable si et seulement si
h ◦ f est µ-intégrable et ∫

E
hdµf =

∫
Ω
h ◦ f dµ.

preuve:
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(Ω,A ,µ) (E ,B,µf )

(R,BR)

f

h
h ◦ f

Si h=∑k
i=1αi IAi

est une application mesurable positive, alors h ◦ f =∑k
i=1αi IAi

◦ f .
Remarquons que

(IAi
◦ f )(ω)= IAi

[f (ω)]=
{
1 si f (ω) ∈Ai ⇔ω ∈ f −1(Ai )

0 si f (ω) ∉Ai ⇔ω ∉ f −1(Ai )

et donc IAi
◦ f = If −1(Ai )

. On en déduit que

∫
Ω
h◦f dµ=

k∑
i=1

αi

∫
IAi

◦f dµ=
k∑
i=1

αi

∫
If −1(Ai )

dµ=
k∑
i=1

αiµ
[
f −1(Ai )

]
=

k∑
i=1

αiµ
f (Ai )=

∫
hdµf .
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Pour h mesurable positive, on définit une suite croissante de fonctions (hn)n∈N étagées
positives convergeant vers h. La suite (hn ◦ f )n∈N une suite croissante, de fonction
étagées positives qui convergent vers h ◦ f . Par application du théorème de Beppo
Lévy, il vient ∫

hdµf = lim
n→+∞

∫
hndµf = lim

n→+∞

∫
hn ◦ f dµ=

∫
h ◦ f dµ.

Pour le cas h mesurable, on observe que∫
|h|dµf =

∫
|h| ◦ f dµ=

∫
|h ◦ f |dµ,

donc h est µf -intégrable si et seulement si h ◦ f est µ-intégrable et dans ce cas∫
hdµf =

∫
h+−h−dµf =

∫
h+dµf −

∫
h−dµf

=
∫
h+ ◦ f dµ−

∫
h− ◦ f dµ=

∫
h ◦ f dµ.

ä
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Corollaire 1

Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Ω,A ,P) à valeur dans un
espace mesurable (E ,B), et de loi PX . Soit g une application mesurable de (E ,B)
vers (R,BR). Alors l’espérance de g ◦X existe si et seulement si g est PX -intégrable et

E(g ◦X )= E [g(X )]=
∫
Ω
g ◦XdP=

∫
E
gdPX .

Definition 2 (Espérance mathématique)

Si X est une variable aléatoire réelle P-intégrable, l’espérance mathématique de X est
définie par

E(X )=
∫
Ω
X (ω)dP(ω)=

∫
XdP.

Remarque 3

L’application du corollaire précédent en prenant g = Id conduit à écrire

E(X )=
∫
R
xdPX (x)
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Exemple 5

1 Si (E ,B)= (R,BR) et si PX =∑
n∈Npnδxn (X est une v.a. discrète) alors E(g ◦X )

existe si et seulement si
∑
n∈Npn|g(xn)| <∞ et

E[g(X )]= ∑
n∈N

png(xn).

2 Si (E ,B)= (R,BR) et si PX est a densité par rapport à la mesure de Lebesgue,
E(g ◦X ) existe si et seulement si g .f est Lebesgue-intégrable et

E[g(X )]=
∫
g(x)fX (x)dλ(x).
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III. Intégrale par rapport à une mesure produit
1. Mesure produit
L’objet de cette partie est de répondre à deux questions

Soient (Ω1,A1,µ1) et (Ω2,A2,µ2) deux espaces mesurés, existe-t-il une mesure µ
sur (Ω1×Ω2,A1⊗A2) telle que

µ(A1×A2)=µ1(A1)×µ2(A2)

Si une telle mesure existe, et si f est µ-intégrable, peut-on calculer
∫
f dµ en

utilisant des intégration par rapport à µ1 et à µ2?

Soit la tribu produit A =A1⊗A2. Pour A ∈A , les sections

Aω1 = {ω2 ∈Ω2 ; (ω1,ω2) ∈A} et Aω2 = {ω1 ∈Ω1 ; (ω1,ω2) ∈A}

sont mesurables (i.e. Aω1 ∈A2 et Aω2 ∈A1).
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Theoreme 4 (Mesure produit)

Soient µ1 et µ2 deux mesures σ-finie définies respectivement sur (Ω1,A1) et (Ω2,A2).

1 Pour tout A de A1⊗A2, les applications

(Ω2,A2) 7→
(
R
+

,B
R
+

)
et (Ω1,A1) 7→

(
R
+

,B
R
+

)
ω2 7→µ1(Aω2 ) ω1 7→µ2(Aω1 ).

sont mesurables.
2 L’unique mesure µ sur (Ω1×Ω2,A1⊗A2) telle que

µ(A1×A2)=µ1(A1)µ2(A2), pour tout A1 ∈A1 et A2 ∈A2,

est l’application définie par

µ(A)=
∫
Ω2

µ1(Aω2 )dµ2(ω2)=
∫
Ω1

µ2(Aω1 )dµ1(ω1)

et notée µ=µ1⊗µ2.

preuve: Admis

20/52



Mesures définie par des densités
Intégration par rapport à une mesure image
Intégrale par rapport à une mesure produit

Changement de variables
Intégrale dépendant d’un paramètre

Les espaces Lp

Mesure produit
Théorème de Fubini et Tonelli

Si A=A1×A2 alors

Aω2 =
{
A1 si ω2 ∈A2
; si ω2 ∉A2

et par suite

µ1(Aω2 )=µ1(A1)IA2 (ω2)=
{
µ(A1) si ω2 ∈A2,

0 si ω2 ∉A2.

On peut faire les mêmes remarques pour Aω1 et on en déduit que

µ(A) =
∫
Ω2

µ1(Aω2 )dµ2 =
∫
Ω1

µ2(Aω1 )dµ1

=
∫
Ω1

∫
Ω2

IA(ω1,ω2)dµ2dµ1 =
∫
Ω2

∫
Ω1

IA(ω1,ω2)dµ1dµ2

On peut donc inter-changer l’ordre d’intégration pour les fonctions indicatrices, l’objet
des théorèmes suivant est de changer l’ordre d’intégration pour des fonctions
mesurables.
2. Théorème de Fubini et Tonelli
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Theoreme 5 (Tonelli)

Soit f :Ω1×Ω2 7→R
+ mesurable.

ω2 7→ f (ω1,ω2) est mesurable pour tout ω1 ∈Ω1 et la fonction

ω1 7→
∫
Ω2

f (ω1,ω2)dµ2(ω2)

est mesurable et positive.

ω1 7→ f (ω1,ω2) est mesurable pour tout ω2 ∈Ω2 et la fonction

ω2 7→
∫
Ω1

f (ω1,ω2)dµ1(ω1)

est mesurable et positive.

Enfin, on a les égalités∫
f d(µ1⊗µ2) =

∫
Ω2

(∫
Ω1

f (ω1,ω2)dµ1(ω1)
)
dµ2(ω2)

=
∫
Ω1

(∫
Ω2

f (ω1,ω2)dµ2(ω2)
)
dµ1(ω1).
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Theoreme 6 (Fubini)

Soit f :Ω1×Ω2 7→R mesurable. Si∫
|f |d(µ1⊗µ2)<∞,

alors ∫
f d(µ1⊗µ2) =

∫
Ω2

(∫
Ω1

f (ω1,ω2)dµ1(ω1)
)
dµ2(ω2)

=
∫
Ω1

(∫
Ω2

f (ω1,ω2)dµ2(ω2)
)
dµ1(ω1).
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Exemple 6

Nous cherchons à évaluer l’intégrale∫ +∞
0

e−y sin2(y)

y
dy

Notons que g : y 7→ e−y sin2(y)
y est continue sur ]0,∞[ et donc localement intégrable.

Lorsque y → 0 alors
e−y sin2(y)

y
= e−y y sin

2(y)

y2 → 0

et donc g est prolongeable par continuité en 0.

Lorsque y →∞, on a
g(y)= o(e−y )

donc g est intégrable au voisinage de ∞.
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La fonction g est Riemann intégrable sur ]0,∞[, elle donc Lebesgue intégrable et les
deux intégrables coincident. On définit f : (x ,y) 7→ e−y sin(2xy) et on note que

|f (x ,y)| < e−y , pour tout (x ,y) ∈ [0,1]×R+

et donc que f est λ2 intégrable sur [0,1]×R+ On remarque que x 7→ e−y sin(2xy) est
continue sur [0,1] donc Riemann intégrable puis Lebesgue intégrable et

∫
[0,1]

e−y sin(2xy)dλ(x)= e−y sin
2y

y
.

Par Fubini, on a∫
[0,1]×R+

f (x ,y)dλ2(x ,y) =
∫
[0,1]

∫
R+

f (x ,y)dλ(y)dλ(x)

=
∫
R+

∫
[0,1]

f (x ,y)dλ(x)dλ(y)

De plus ∫
]0,+∞[

e−y sin(2xy)dλ(y)=
∫ +∞
0

e−y sin(2xy)dλ(y)= 2x
1+4x2

25/52



Mesures définie par des densités
Intégration par rapport à une mesure image
Intégrale par rapport à une mesure produit

Changement de variables
Intégrale dépendant d’un paramètre

Les espaces Lp

Mesure produit
Théorème de Fubini et Tonelli

après deux intégrations par parties. On a également

∫
[0,1]

2x
4x2+1

dλ(x)=
∫ 1

0

2x
4x2+1

dx = ln(5)/4

On en déduit que ∫ +∞
0

e−y sin2(y)

y
dy = ln(5)/4.
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IV. Changement de variables
1. Fonction de répartition

Definition 3 (Fonction de répartition)

La fonction de répartition F d’une mesure ν définie sur (R,BR) est définie par

F (x)= ν(]−∞,x]), x ∈R.

Le résultat suivant établit un lien entre l’absolue continuité d’une mesure ν sur (R,BR)
par rapport à la mesure de Lebesgue et l’absolue continuité de la fonction de
répartition F sur ]a,b[ définie par

∀ε> 0, ∃η> 0 tel que
∑

n∈N∗
(bn −an)< η⇒

∑
n∈N∗

[F (bn)−F (an)]< ε,

avec a≤ an < bn ≤ b, ∀n ∈N∗.

Theoreme 7

Si ν est une mesure finie (R,BR), alors sa fonction de répartition F est absolument
continue si et seulement si ν est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue sur R.
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Theoreme 8

Soit F une application absolument continue. Sa dérivé F ′ est λ-presque partout
définie et intégrable avec

F (x)=
∫
]−∞,x]

F ′(t)dλ(t).

F est donc la fonction de répartition d’une mesure ν absolument continue par rapport
à λ dont la densité de Radon-Nykodim est F ′.
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2. Théorème de changement de variables
Soit Φ : ]a,b[ 7→ ]φ(a),φ(b)[ strictement croissante et de dérivée Φ′ continue. Soit µ la
mesure sur (]a,b[ ,B]a,b[), définie comme la mesure image de la mesure de Lebesgue

sur (]φ(a),φ(b)[ ,B]φ(a),φ(b)[) par la fonction φ−1. Soit f :R 7→R mesurable et
Lebesgue intégrable sur ]φ(a),φ(b)[. En résumé,

(]a,b[ ,B]a,b[,µ) (]φ(a),φ(b)[ ,B]φ(a),φ(b)[,λ)

(R,BR)

φ

f
f ◦φ

On note que µ(]a,x[)=λ(]Φ(a),Φ(x)[)=Φ(x)−Φ(a). Cela implique que la fonction de
répartition de µ est absolument continue et donc que µ est absolument continue par
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rapport à Lebesgue, sa densité est la dérivée de Φ(x)−Φ(a) soit Φ′(x). On en déduit
par le théorème de transfert que∫

]φ(a),Φ(b)[
f dλ=

∫
]a,b[

f ◦Φdµ=
∫
]a,b[

f (Φ(x))Φ′(x)dλ(x).

Soient U et V deux ouverts de Rn et φ :U 7→V une bijection, dont les dérivées
partielle sont continues. On note

φ(x)= (φ1(x), . . . ,φn(x)) := (y1, . . . ,yn)= y , pour x = (x1, . . . ,xn).

La matrice jacobienne de φ est définie par

Dφ

Dx
(x)=


∂φ1
∂x1

(x) . . .
∂φ1
∂xd

(x)

...
. . .

...
∂φd
∂x1

(x) . . .
∂φd
∂xd

(x)

 , pour x ∈U ,

son déterminant det
(
Dφ
Dx (x)

)
est appelé jacobien.
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Theoreme 9 (Formule de changement de variable)

Soit f :Rn 7→Rn une application Lebesgue intégrable sur V , alors∫
V
f (y)dλn(y)=

∫
U
f [Φ(x)]

∣∣∣∣det (
Dφ

Dx
(x)

)∣∣∣∣ dλn(x).

A noter que la formule fait intervenir la valeur absolue du Jacobien.

Exemple 7 (Intégrale de Gauss)

On souhaite calculer
I =

∫ +∞
0

e−ax
2
dx .

Comme f : (x ,y) 7→ exp
(
−a(x2+y2)

)
est Riemann intégrable sur R2+ alors elle est

Lebesgue intégrable, par Fubini on peut écrire

I2 =
∫
R+

∫
R+

exp
(
−a(x2+y2)

)
dxdy =

∫
R2+

exp
(
−a(x2+y2)

)
dλ2(x ,y).

L’application
φ : (r ,θ) 7→ (r cosθ,r sinθ)= (x ,y).
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est une bijection de R+× ]0,π/2[ dans R+×R+ qui possède des dérivée partielle. Le
Jacobien de Φ est donné par∣∣∣∣ Dφ

D(r ,θ)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ cosθ −r sinθ
sinθ r cosθ

∣∣∣∣= r .

Par application de la formule de changement de variable, il vient

I2 =
∫
R2+

exp
(
−a(x2+y2)

)
dλ2(x ,y)=

∫
R+×]0,π/2[

exp
(
−ar2

)
rdλ2(r ,θ)⇔ I =

p
π

2
p
a

.
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V. Intégrale dépendant d’un paramètre
Soit (Ω,A ,µ) un espace mesuré et f :Ω×T 7→R une fonction de deux variables, où T
est un intervalle de R. On suppose que, ∀t ∈T ω 7→ f (ω,t) est mesurable par rapport à
A et intégrable par rapport à µ.

Proposition 3 (Continuité de l’intégrale)

Si t 7→ f (ω,t) est continue µ-presque partout et qu’il existe une fonction g intégrable
par rapport à µ telle que

|f (ω,t)| ≤ g(ω), ∀t ∈T .

Alors
F (t)=

∫
Ω
f (ω,t)dµ(ω)

est continue sur T .

preuve: Comme T est un espace métrique, la continuité est caractérisée par le
comportement des suites. F (t) est continue si pour toute suite (tn)n∈N convergeant
vers t, F (tn) converge vers F (t). La suite de fonction (f (ω,tn))n∈N converge vers
f (ω,t) par continuité de t 7→ f (ω,t) puis comme |f (ω,tn)| ≤ g(ω) alors (F (tn))n∈N
converge vers F (t) en vertu du théorème de convergence dominée.
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Proposition 4 (Dérivabilité de l’intégrale)

Si t 7→ f (ω,t) est dérivable par rapport à t µ-presque partout et qu’il existe une
fonction g intégrable par rapport à µ telle que∣∣∣∣∂f∂t (ω,t)

∣∣∣∣≤ g(ω), ∀t ∈T .

Alors
F (t)=

∫
Ω
f (ω,t)dµ(ω)

définit une fonction dérivable sur T , avec

F ′(t)=
∫
Ω

∂f

∂t
(ω,t)dµ(ω).

preuve:
Il s’agit de montrer que pour toute suite (tn)n∈N convergeant vers t, on a

lim
n→+∞

F (tn)−F (t)

tn − t
=

∫
Ω

∂f

∂t
(ω,t)dµ(ω).
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On pose fn(ω)= f (ω,tn)−f (ω,t)
tn−t , qui est une suite de fonctions mesurables convergeant

vers ∂f
∂t (ω,t) qui est donc mesurable. De plus, le théorème des accroissements finis

entraine l’inégalité
|fn(ω)| ≤ g(ω).

L’application du théorème de convergence dominée sur la suite (fn)n∈N donne

lim
n→+∞

F (tn)−F (t)

tn − t
=

∫
Ω
fn(ω)dµ(ω)→

∫
Ω

∂f

∂t
(ω,t)dµ(ω)

Exemple 8 (La fonction Gamma)

On note Γ la fonction définie par

Γ(x)=
∫ +∞
0

e−t tx−1dt, x ∈ ]0,+∞[

On pose

Hn =
n∑

k=1

1
k

, n≥ 1.

1 Vérifier que Γ est bien définie.
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2 Démontrer que la fonction Γ est dérivable sur ]0,+∞[, avec

Γ′(x)=
∫ +∞
0

e−t tx−1 log(t)dt.

3 Montrer que la suite
un =Hn − log(n), n≥ 1

admet une limite lorsque n tend vers l’infini. On notera γ cette limite, auusi
appelé constante d’Euler.

4 montrer que

Hn =
∫ 1

0

1−(1−v)n

v
dv , n≥ 1.

5 En déduire que, pour tout n≥ 1,

Hn+1
n+1

=−
∫ 1

0
(1−v)n log(v)dv .

6 Etablir que pour tout t ≥ 0, 1− t ≤ e−t .
7 On pose In = ∫ n

0
(
1− t

n

)n
log(t)dt. Montrer que

lim In =
∫ +∞
0

e−t log(t)dt.

8 Montrer que γ=−Γ′(1).
Hint: On pourra montrer que In = n

n+1 (log(n)−Hn+1).
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VI. Espaces L p

Soit (Ω,A ,µ) un espace mesuré. On considère des applications mesurables

f :Ω 7→R, auquel cas |f | = f ++ f −

f :Ω 7→C, auquel cas |f | =
[
ℜ(f )2+ℑ(f )2

]1/2
Pour tout réel p ∈ [1,+∞[, on définit

||f ||p =
[∫

|f |pdµ
]1/p

.

Definition 4 (Espace "L-p")

L p :=L p(Ω,A ,µ)= {
f ∈M ; ||f ||p <∞}

La relation d’égalité µ presque partout définit une relation d’équivalence dans l’espace
vectoriel des applications mesurables, avec

f ∼ g ⇔ f = g µ−pp.

On désigne par Lp(Ω,A ,µ)=L p(Ω,A ,µ)/∼ l’ensemble quotient associé. Un élément
de Lp est une classe de fonction egales µ−pp qu’on assimilera à un de ses
représentants.
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Theoreme 10

Pour 1≤ p <∞, Lp est un espace vectoriel normé par ||.||p .

preuve:
Montrons que Lp est un espace vectoriel
(i) Soient f ∈Lp et a un scalaire, on a

||a · f ||p ≤ |a| · ||f ||p <∞

et donc a · f ∈Lp
(ii) La fonction x 7→ |x |p est convexe ∀x ∈R alors∣∣∣ x +y

2

∣∣∣p ≤ |x |p +|y |p
2

⇔|x +y |p ≤ 2p−1|x |p +2p−1|y |p

avec x ,y ∈R. Pour x ,y ∈C, on a

|x +y |p ≤ (|x |+ |y |)p ≤ 2p−1|x |p +2p−1|y |p

On en déduit que pour f ,g ∈Lp ,∫
|f +g |pdµ≤ 2p−1

∫
|f |pdµp +2p−1

∫
|g |pdµ

et donc que f +g ∈Lp .
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Montrons que || · ||p est une norme, notons que

||f ||p = 0⇒ f = 0 µ−pp

et
||a · f ||p = |a| · ||f ||p ,

pour tout scalaire a. L’inégalité triangulaire nécessite deux lemmes importants.

Lemme 1 (Inégalité de Hölder)

Soient p,q > 1 deux nombres conjugués au sens où 1/p+1/q = 1. Si f ∈Lp et g ∈Lq ,
alors f ·g ∈L1, et ∫

|f ·g |dµ≤ ||f ||p · ||g ||q .

Si ||f ||p = 0 ou ||f ||q = 0 alors f ·g = 0 µ-pp et on a bien∫
|f ·g |dµ≤ ||f ||p · ||g ||q .

Sinon, on pose

a= |f |
||f ||p

, et b = |g |
||g ||q

.
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La fonction x 7→ logx est concave, on a

log

( |a|p
p

+ |b|q
q

)
≥ log(|a|)p

p
+ log(|b|)q

q
= log(|ab|)

puis finalement |ab| ≤ |a|p
p + |b|q

q ce qui est équivalent à

|f ·g |
||f ||p · ||g ||q

≤ |f |p
p||f ||pp

+ |g |q
q||g ||qq

.

En intégrant, il vient ∫
|f ·g |dµ≤ ||f ||p · ||g ||q <∞.

ä

Remarque 4

Pour X ,Y deux variables aléatoires réelles, le cas p = q = 2 correspond à l’inégalité de
Cauchy-Schwarz

E(|X ·Y |)≤
√
E(X2) ·E(Y 2).
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Lemme 2 (Inégalité de Minkowski)

Soient p ∈ [1,∞[ et f ,g ∈Lp alors

||f +g ||p ≤ ||f ||p +||g ||p
preuve: Si p = 1 alors l’inégalité résulte de |f +g | ≤ |f |+ |g |. Sinon, on pose q = p

p−1 de

sorte que 1/p+1/q = 1. Comme f +g ∈Lp alors |f +g |p−1 ∈Lq . On utilise l’inégalité
de Hölder, ∫

|f +g |pdµ =
∫

|f +g | · |f +g |p−1dµ

≤
∫
(|f |+ |g |) · |f +g |p−1dµ

≤
(∫

|f |pdµ
)1/p

·
(∫

|f +g |q(p−1)dµ
)1/q

+
(∫

|g |pdµ
)1/p

·
(∫

|f +g |q(p−1)dµ
)1/q

.

Il vient finalement
||f +g ||p ≤ ||f ||p +||g ||p

ä
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Definition 5

Pour tout fonction f ∈M sur (Ω,A ,µ), on définit

||f ||∞ = inf{M ∈R+ ; |f | ≤M}.

L’ensemble L∞ = {f ∈M ; ||f ||∞ <∞} correspond à l’ensemble des fonctions
mesurables et bornées µ-pp.

Remarque 5

1 On sous-entend que L∞ est l’espace quotient de L∞ pour la relation d’égalité
µ-pp.

2 p = 1 et q =∞ sont conjugués, l’inégalité de Hölder est valide car si f ∈L1et
g ∈L∞ alors

|f ·g | ≤ |f | · |g ||∞.

3 On Lr ⊂Lp avec p ≤ r si µ est fini. (on remarque que |f |p ≤ |f |r +1)

Theoreme 11

L∞ est un espace vectoriel normé pour la norme || · ||∞
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preuve:
L∞ est un espace vectoriel car

(i) Pour a un scalaire et f ∈L∞, on a

||a · f ||∞ = |a| · ||f ||∞
et donc a · f ∈L∞.

(ii) Comme |f +g | ≤ |f |+ |g | alors on a directement ||f +g ||∞ ≤ ||f ||+ ||g ||∞
Pour montrer que || · ||∞ est bien une norme, on observe que

||f ||∞ = 0⇒ f = 0 µ−pp

ä

Theoreme 12 (Théorème de convergence dominée dans Lp)

Soit (fn)n≥0 ∈M qui converge simplement vers f . Supposons qu’il existe g ∈Lp pour
p ∈ [1,∞[ telle que

|fn| ≤ g , µ−pp.

alors f ∈Lp et lim
n→∞||fn − f ||p = 0

Preuve:
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Comme |f | ≤ g alors f ∈Lp . La suite (|fn − f |p)n≥0 converge vers 0 et vérifie

|fn − f |p ≤ 2pg .

Par application du théorème de convergence dominée, il vient

lim
n→∞||fn − f ||p = 0.

Remarque 6

1 La convergence lim
n→∞||fn||p = ||f ||p est la convergence en moyenne d’ordre p.

2 L’espace L2 est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

< f ,g >=
∫
f ·gdµ, pour f ,g ∈L2.

ou
< f ,g >=

∫
f ·gdµ,

si f et g sont à valeurs complexe.
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Theoreme 13 (Inégalité de Jensen)

Supposons que µ est une mesure de probabilité et soit ϕ :R 7→R+ une fonction
convexe. Alors pour f ∈L 1(Ω,A ,µ),∫

ϕ◦ f dµ≥ϕ
(∫

f dµ
)

.

preuve:
Soit Eϕ = {(a,b) ∈R2 : ∀x ∈R,ϕ(x)≥ ax +b}. Comme ϕ est convexe alors

ϕ(x)= sup
(a,b)∈Eϕ

(ax +b), pour x ∈R.

NB:Le sup est pris sur un ensemble de réel ax +b pour x fixé.
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En effet, ϕ est au dessus de toutes ces tangentes mais égale en un point à une d’entre
elle. On en déduit que ∫

ϕ◦ f dµ ≥ sup
(a,b)∈Eϕ

∫
(af +b)dµ

= sup
(a,b)∈Eϕ

a

∫
f dµ+b

= ϕ

(∫
f dµ

)

Theoreme 14

Pour 1≤ p ≤∞, L p(Ω,A ,µ) est espace de Banach (espace vectoriel normé et
complet).

preuve:
Il faut montrer que les suites de Cauchy convergent en norme ||.||p . Nous avons besoin
de deux lemmes
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Lemme 3

Soit (fn)n≥1 ∈Lp telle que
∞∑
n=1

||fn||p <∞,

alors la suite (
∑n
k=1 fn) converge en moyenne d’ordre p.

preuve:
Supposons que les fn sont positives, alors la suite Sn =∑n

k=1 fk , n≥ 1 converge
simplement vers une application mesurable S. L’inégalité triangulaire implique que∫

S
p
n dµ≤

(
n∑

k=1
||fk ||p

)p
puis en vertu du théorème de convergence monotone, il vient∫

Spdµ≤
( ∞∑
k=1

||fk ||p
)p

<∞

et S ∈Lp . Considérons n,n′ ∈N tels que n′ > n, alors

(Sn′ −Sn)
p =

(
n′∑

k=n+1
fk

)p
.
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On fait tendre n′ vers ∞, on obtient (par convergence monotone)∫
(S −Sn)

pdµ= lim
n′→∞

||Sn′ −Sn||p

L’inégalité triangulaire implique alors∫
(S −Sn)

pdµ≤
∞∑

k=n+1
||fk ||p → 0 (Reste de série convergente).

Finalement ||S −Sn||p → 0. Pour le cas général des fn mesurable, on éffectue le même
travail pour les suites f +n , f −n ,S+

n , et S−
n et l’inégalité triangulaire permet de conclure

avec
||S −Sn||p ≤ ||S+−S+

n ||p +||S−−S−
n ||p .

On a montré qu’une série absolument convergente converge dans Lp .
ä

Lemme 4

Un espace vectoriel normé où toute série absolument convergente converge est
complet.

Preuve:
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Une suite de Cauchy est convergente si elle admet une sous-suite convergente. En effet
soit (un) une suite de Cauchy telle que unk converge vers une limite l . Pour tout ε> 0,
il existe k0 ∈N tel que ||unk − l || ≤ ε/2. De plus, il existe b0 tel que si min(k ,k ′)> b0
alors ||uk −u′

k
|| ≤ ε/2. En choisissant n≥max(nk0 ,nb0 ), on a ||un − l || ≤ ε.

Soit (un) une suite de Cauchy. On pose n0 = 1, puis

nk = inf{n> nk−1 ; i , i ′ ≥ n→||ui −ui ′ || ≤ 2−k }

forme une suite d’indice croissantes. Patr construction, on a

||unk −unk+1 || ≤ 2−k

pour k ≥ 1. La série de terme générale (unk −unk+1 ) est absolument convergente donc
convergente par hypothèse. la suite (unk ) converge, puis (un) converge en tant que
suite de Cauchy dont une sous-suite converge. ä.
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Theoreme 15

L’ensemble E des fonctions étagées µ-intégrable est dense dans Lp

preuve:
Soit f ∈Lp , alors il existe une suite de fonctions étagées (fn)n≥1 telle que converge
vers f . Pour tout n≥ 1,

gn(ω)=
{
0 si |fn(ω)| > 2|f (ω)|
fn(ω) sinon .

La suite (gn)n≥1 est une suite de fonctions étagées de Lp qui converge vers f et qui
vérifie |gn| ≤ 2 · |f |. Par convergence dominée, il vient

||f −gn||p → 0.
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