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1. On définit

et

o0
I'(x) —/ et dt, = €]0, 0
0

1
B(a,b) = / 2271 — z)b e,
0

ol a et b sont strictement positifs.

(a)
(b)

()

Montrer que I' est bien définie.

Montrer que I' est dérivable et que

I'(z) = /0 e 't* L log(t)dt.

Nous n’utiliserons pas cette question dans la suite, mais elle sert & résoudre I’exercice a la
fin des notes de cours.

Montrer que B(a,b) = B(b,a) et que

us

Bla,b) =2 / * sin21 g cos? 1 gdg
0

Calculer B(1/2,1/2) et B(a,1).

Montrer que

_ (@)l ()
B(a,b) = Tath)

Indication : Regarder I'(a)I'(b) comme une intégrable double et appliquer le changement
de variable (z,y) — (x,z + y).

En déduire que I'(a + 1) = al'(a), puis calculer I'(n) pour n un entier strictement positif.

En déduire T(1/2) = /7 et [3° e " da = 4T

Solution:

(a) Prenons x €]0, 00, sur ]0,1], 0 < e~%#*~! < ¢*~1 qui est integrable car z — 1 > —1, donc

t — e %71 est intégrable. Sur [1,+o00[, 0 < e *~! < e~ qui est intégrable. Donc
t — e~ 't"1 est bien intégrable sur R

(b) On note f(t,z) = e t*~L. On a

%(3}, t) = e 't* Llog(t).



2. Soit f: RY — R une application mesurable. On note G = {(z, f(x)),z € R} le graphe de f.
(a) Montrer que G € B(RH1).




(b) Montrer que G est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue.

(a) Montrer que pour tout 2 >0,0<1—¢e7* < z.

o2
(b) En déduire que pour tout y > 0, z — I_ny est intégrable sur [0, +00].

1 ey
F(y) = /0 Ime™?

72

(¢) On note, pour tout y > 0,

Montrer que F est dérivable sur ]0, 00| et calculer F”(y).
(d) En déduire F' & une constante pres.

(e) En considérant (F(1/n))nen, calculer la constante.
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