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Espérance conditionelle dans le cas discret Espérance conditionnelle par rapport a un événement

Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire

|. Définitions
1. Espérance conditionnelle par rapport a un événement
Soit (Q,4/,P) un espace probabilisé et Be o tel que

P(B)>0
La probabilité conditionnelle de A€ of sachant B est définie par

P(AnB)

PB(A)=P(AIB) = [

L'espérance conditionnelle d'une variable aléatoire X € £1(Q, o7, P) (E(X) <o)
sachant B correspond a I'espérance de X par rapport a la mesure de probabilité
conditionnelle Pg.

Definition 1

L'espérance conditionnelle de X sachant B est définie par

Eg(X)=E(XI8) = 572, (1)

On peut vérifier la cohérence de la définition en montrant I'identité (1) sur les
applications mesurables étagées positives, avant de généraliser au fonctions mesurables
positives par passages a la limite d'une suite croissante de fonctions étagées positives

2/19
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Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire

puis au fonction mesurable et intégrable par différence de fonctions mesurables
positives.
En effet, si X =% ; xila,, ot les (A;)j=1,.. n forme une partition de Q alors

E(X|B):LXPB:ignix,'/UAidPB:i:ilX,'PB(A,‘): ﬁféx’.uAiquP: lEu(:((éB))

Remarque 1

On peut introduire la loi Px g de X sachant B comme mesure image de Pg par Xavec
Pxi5(U)=Pg(X(U))=Pg(X € V)

@ Si X est une v.a. discréte, on peut introduire sa fonction de masse
conditionnellement a B avec

px|B(x) =P(X =x|B), et E(X|B) = ;XPX|B(X)

@ Si X est une v.a. continue, on peut introduire sa fonction de densité
conditionnellement a B notée fxg(x) et

E(XIB) :ffo|B(x)dx
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Espérance conditionelle dans le cas discret Espérance conditionnelle par rapport a un événement

Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire discréte

Exemple 1

Soit
0={1,2,3,4,5,6} et P({w})=1/6, YweQ.

Soit B=" le dé retombe sur une face paire" et X(w)=w. On a

E(X|B) =4.
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Espérance conditionelle dans le cas discret Espérance conditionnelle par rapport a un événement

Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire discréte

2. Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire discréte

Soit Y :Q~ E une variable aléatoire a valeur dans un ensemble dénombrable E, et
E'={ycE ; P(Y=y)>0}. Pour X € £(Q,,P), on peut définir comme cas
particulier de ce qui précéde

Xy -

Definition 2

L'espérance de X sachant Y est définie comme la variable aléatoire réelle

E(XIY)=¢(Y),

ol ¢: E— R est donnée par

E(XIY=y), siyeFE,
o(y)= . )
0, siyeE/E

L'espérance conditionnelle est une variable aléatoire égale a la valeur moyenne de X
lorsqu’on connait Y avec

E(XIY)(w)=E(XIY =y), si Y(w)=y
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Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire discréte

E(X1Y) est une fonction de Y qui s'interpréte comme la meilleur approximation de X
lorsqu’on connait Y.

Remarque 2

@ Si X est une variable aléatoire discréte d'espace d'état F alors on peut définir la
loi jointe du couple (X, Y) avec

Px,v)(0y) =P(X=x,Y =y) =P(X=x|Y =y)P(Y =y) = px|y (xly)py (¥)

ol px|y désigne la loi conditionnelle de X sachant Y. On calcule I'espérance
conditionnelle de X sachant Y =y avec

E(XIY =y)= ZFXPX\Y(XU’)'

@ Si X est une v.a. continue alors on peut définir la densité conditionelle fx|y (xly)
de X sachant Y =y qui vérifie fx(x) =X ep ley(le)py(y). On calcule
I'esprance conditionelle de X sachant Y =y avec

EXIY =) = [ xfqy (xly)dx.
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Espérance conditionelle dans le cas discret Espérance conditionnelle par rapport a un événement

Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire

Exemple 2

Soit
Q=1{1,2,3,4,5,6} et P({w})=1/6, Ywe Q.

Soient les variables aléatoires

1, siw paire

Y(w)= {

0, sinon.

et X(w)=w. Il vient

4, siY(w)=1,
E(X|Y =E(X|Y =y)=
(XIY)(@) =E(XI¥ () =) {3, Yo
En effet, on a par exemple
1/3, si x€{1,3,5},
PX\Y(X|0):{O/ .
, sinon.

et par suite

6
E(XIY=0)= ) xpxy(xl0)=3.

x=1
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Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire discréte

Exemple 3

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeur dans {1,2}, avec loi jointe
px,y donnée par

pX,Y(lvl):O-S) pX,y(l,Q):O.l
pX'y(Z,l):O.l, pX,Y(2’2):0'3

@ Donner la loi conditionelle of X|Y =1

@ Donner L'espérance conditionnelle de X|Y =1

Exemple 4

Soient X7 ~ Pois(11) et Xp ~ Pois(12) indépendantes. Donner |'espérance
conditionnelle E(X71X1 + X5 = n).
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Espérance conditionelle dans le cas discret Espérance conditionnelle par rapport a un événement

Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire

Proposition 1 (Loi de I'espérance totale)

Soit X € ZI(Q,d,P), et Y une variable aléatoire a valeur dans un ensemble
dénombrable E avec P(Y =y)>0,Vy€E. on a

E(X) = E(E(X]Y)).

preuve:

E(E(XIY))= Y. E(XIY =y)P(Y =y)= ) E(Xly—y)
ek 2PV =)

[F"(Y:y):[E(X > Uy:y):[E(X)

yeE
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Espérance conditionellement a une variable aléatoire continue

Espérance conditionnelle dans le cas général

|. Espérance conditionnelle dans le cas général
1. Définition
Soit X (—:2’1(9,52{,[@) et % une sous-tribu de .

Definition 3

Il existe une unique variable aléatoire E(X|%) de £1(Q,%,P) tel que
E(XIg) = E(E(X|28)lg), pour tout B e 2.
On a plus généralement pour tout ZEEI(Q,%,P),
E(XZ) =E(E(X|8)Z).

De plus, si X =0 alors E(X|9) =0

Remarque 3

Dans le cas particulier ot 8 =0(Y), on notera indifferemment

E(XIY) =E(X|o(Y)) =E(X|2)
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Espérance conditionellement a une variable aléatoire continue

Exemple 5

Soit Q=]0,1], o = %} q] et P(dw) = dw. Soit X € £1(]0,1], %9 1),P) et 4 la tribu
engendrée par les intervalles B; =]i/n,(i+1)/n], pour i =0,n—1. Notons que

E(Xlg. :f XdP
(X1g;) 5
Posons
(i+1)/n
Xi:”'f XdP:n'f X(w)dw, pour i=0,...,n-1
B; i/n
et W=Y7, xjlg.. On observe que

E(Wig,) = xP(6;) = L =fB'XdP= E(X1g,), pour tout i=0,...,n~1.

On en déduit que E(X|8)=W.
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Espérance conditionnelle dans le cas général

2. Propriétés

@ Si X est B mesurable alors
E(X|28)=X

@ L'application X —E(X|2B) est linéaire.
© E[E(XI8)]=E(X)
Q X=X'=E(X|B)=EX'AB)

preuve:

@ Résulte de I'unicité de I'espérance conditionnelle
@ Soit a,a’ €R et X,X’Efl(Q,d,P), alors

E[(aX +a'X")ig] aE(X1g) +a'E(X1R)
= aE(E(XIB)Ig) +a'E(E(X'|B)Ig)

E((aE(X|8) +a'E(X"|2))Ig)

© On observe simplement que

E(X) = E(Xlq) = E(E(X|2)lq) = E(E(X2))
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Espérance conditionellement a une variable aléatoire continue

@ Si X=X’ alors pour tout Be &
X=-X"20=E((X-X")8)20=E(X|8)=E(X'|2)

par linéarité.

Proposition 3

Soient X € ZI(Q,M,P) et Y une variable aléatoire & alors

E(YXI%) = YE(X|2).

Proposition 4

Soient %B1,%B> deux sous tribus de of telles que %1 < By alors

E(E(X195)|1981) = E(X|%41).

Theoreme 1

Soit X € £2(Q,<f,P) (E(X2) <o), I'espérance conditionelle de X sachant & est Ia
projection orthogonale de X sur I'espace %2 (Q,%,P)
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Espérance conditionnelle dans le cas général s L. . . . . .
Espérance conditionellement a une variable aléatoire continue

Remarque 4 (Interprétation de I'espérance conditionnelle)

o Soit Y une variable aléatoire et X =(Xq,...,Xp) un vecteur de covariable, alors

E(YIX1,. s Xn) = 0(X1,-.., Xn)

est appelée fonction de régression, dans le cadre de la regression linéaire
n
O(X1,, Xn) = Y BiXi.
i=1

@ Soit (X¢t)=p un processus stochastique alors
E(X¢r11X1,-0 Xt) = o(X1,..., X¢t)

est la meilleur prévision de X;,1 la valeur futur du processus sachant les valeurs
passées.
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Espérance conditionnelle dans le cas général

Exemple 6

Soient X, Y7 et Y5 v.a. telles que
E(Y1X1,Xo) = 5X1 + X1 Xo et E(Y2|X1,Xp) = 25X2X2 +15

Calculer E [(X]_ Y+X2)2 |X1,X2]
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Espérance conditionnelle dans le cas général

3. Espérance conditionellement a une variable aléatoire continue

Soient X et Y deux v.a. continues alors le couple (X,Y) admet une densité jointe
fx y. On peut retrouver les densités marginale en intégrant, par exemple

+00
A= [ oy boy)dy.

Soient h,g :R— R deux applications mesurables, on souhaite calculer E[h(X)|Y]. On
considére

0] = [ gy (xy)dxdy
L5575 frer (e )ax) sy )y

JLeenty )y
Elp(Y)g(Y)]
On identifie alors E(h(X)|Y)=¢(Y), en effet

E[A(X)g(Y)] =EE[A(X)g(Y)I Y]} =Eig(Y)E[A(X)I Y]}
On écrit abusivement, pour tout y €R,

E[h(X)]Y = fh()XYXY)
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et on définit la densité conditionnelle de X|Y par

fy X,
fxiy (x,y) = 7)(}:5}/)}/)

Exemple 7

Soit (X, Y) un couple de v.a. de densité jointe

1

=(x+2y), x,ye€[0,2],
fX,Y(X:}’):{&2(_ ) [0,2]

, sinon.
@ Donner la densité conditionnelle de X|Y =y pour tout y €[0,2]
@ Donner |'espérance conditionnelle E(X|Y =y) pour tout y € [0,2]

Exemple 8

Soient X et Y deux v.a. continues de densité jointe donnée par

e X/Yey

fX,Y(XrY):{ yo
0, sinon.

0<x<+00, 0<y < +00,

Donner I'espérance conditionnelle de E(X|Y =y)
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Espérance conditionnelle dans le cas général A o 5 o PR A
Espérance conditionellement a une variable aléatoire continue

Remarque 5
Soit A€ ¢/, par analogie avec la formule P(A) =E(l4), on peut écrire

P(AIB) := E(14198)

en gardant en téte que P(A|%) est une variable aléatoire! Cela permert I'étude de la
loi d’une v.a. discréte qui dépend d'une v.a. continue. Soit N une variable aléatoire de
comptage (a valeur entiére) et X une v.a. continue de densité fx. On a

P(N=n) = E(y-n)
= E[E(n=nlY)]
= EP(N=nlY)]

= [e(v=nY =) ().

Exemple 9

Soient A ~T(a,p) de densité
—A/ﬁ/la—l
e
(M) = g M0
On suppose que N ~ Pois(A), donner la loi de probabilité de N.
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Mes notes se basent sur les documents [4, 2, 1, 3].

[
[

Maryann Hohn.
PSTAT160A: Applied Stochastic Processes - Lecture notes.
2017.

Nabil Kazi-Tani.
Modeéles aléatoires discrets - Cours scannés ISFA.
2017.

Jean-Francois Le Gall.
Intégration, probabilités et processus aléatoires.
Ecole Normale Supérieure de Paris, 2006.

Lionel Truquet.

Statistique des processus 3A - Note de cours.
http://www.ensai.fr/files/_media/documents/Enseignants’%20chercheurs’,
20-%20doctorants/ltruquet’20-7%20documents/polystatdesprocessus2.pdf.

19/19


http://www.ensai.fr/files/_media/documents/Enseignants%20chercheurs%20-%20doctorants/ltruquet%20-%20documents/polystatdesprocessus2.pdf
http://www.ensai.fr/files/_media/documents/Enseignants%20chercheurs%20-%20doctorants/ltruquet%20-%20documents/polystatdesprocessus2.pdf

	Espérance conditionelle dans le cas discret
	Espérance conditionnelle par rapport à un évènement
	Espérance conditionnelle par rapport à une variable aléatoire discrète

	Espérance conditionnelle dans le cas général
	Définition
	Propriétés
	Espérance conditionellement à une variable aléatoire continue


