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Définitions et premieres propriétés Définition
Propriété de Markov simple

Propriété de Markov forte

I. Définitions et premieres propriétés

1. Chaine de Markov homogéne et matrice stochastique

Soit (Xn)nen un processus stochastique, a valeurs dans un espace d’état fini ou
dénombrable E.

Exemple 1 (A propos de I'espace d'état)

E peut-étre
e {a,bc,d}
e NouZ

Definition 1 (Chaine de Markov)

Le processus (Xp)nen €St une chaine de Markov si
P(Xnt1 = Xn+11Xn =Xn,..., X1 = X1, X0 =X0) =P(Xp+1 = Xn+1Xn = xn),
pour tout neN et tout (xg,X1,...,Xp11) € E™*2 tel que
P(Xn =xn,...,X1 =x1,Xp =xg) > 0.
La loi conditionnelle de la valeur future X, du processus ne dépend pas de tout le

passé Xp,...,Xn mais simplement de la valeur présente X,. Il s’agit de la propriété de
Markov. Nous étudierons dans ce cours principalement dans ce cours des chaines de
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Définitions et premieres propriétés Définition
Propriété de Markov simple

Propriété de Markov forte

Markov homogéne pour lesquelles les probabilités de transition d'un état X, =xp€ E
vers un état X,.1 = x,.1 ne dépendront pas de l'instant neN considéré. On pourra
caractériser la loi du processus via sa loi initiale

u(x)=P(Xp =x), pour x€ E (loi de Xp).
qui vérifie ¥, cg p(x) =1 et sa matrice de transition Q de terme générale

Q(x,y) =P(Xp11 = yIXn = x), pour tout neN et (x,y) e E2.

Pour une chaine de Markov non-homogéne nous introduirions une suite de matrice de
transition (Qn)nen indicée sur le temps.
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Definition 2 (Matrice stochastique et chaine de Markov homogéne)

O Une matrice (C,?(x,y))(X y)eE? €st dite stochastique si

, pour tout n=1.

Q(x,y)=0, (x,y)€ E2
YyeE Q(x,y)=1, xEeE

@ Une chaine de Markov (Xp)nen est homogéne si
P(Xn = yIXn_1=x) = Q(x,y), pour tout (m,x,y)eNx E2.

Les probabilités de transitions sont dites stationnaires, et la matrice
(Q(X'y))(x,y)eEz est appelée matrice de transtion.
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La notion de matrice stochastique est équivalente a la notion de probabilité de
transition (noyau de transition) de E dans E, avec

v(x,A) = Z Q(x,y), xe E,AcE.
yeA

Inversement, on a Q(x,y) =v(x,{y}).

Proposition 1

Soit (Xn)nen une chaine de Markov homogéne de loi initiale y et de matrice de
transition Q. On a

P(Xo = x0, X1 =X1,---»Xn = xn) = 4(x0) Q(x0, X1 ) - -- Q(Xp_1,Xn)-
En particulier, on a (sous réserve que P(Xg =xg)>0),
P(Xn =xnlXg =xg9) = Q" (xg,xn),
ot Q"(xg,xn) est le terme générale de la matrice Q", et
P(Xn=xn)=pQ"( . ,xn),

ol p est un vecteur ligne donnant les probabilités de la loi initiale et Q"( . ,xpn) est le
vecteur colonne de la matrice Q" donnant les probabilité de transition vers I'état x,.
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preuve:
On conditionne en cascade avec

P(Xg=x0,--» Xn-1=Xn-1,Xn=xn) = PXn=xnlXp_1=Xp_1...,X1=x1,X0=x0)
x P(Xp-1=Xp-1...,X1 =x1,X0 =X0)
= P(Xn =xplXp-1 = Xn—l)
x P(Xp-1=Xp-1-.., X1 =x1,X0 = x0)
= QUxp-1,%n)P(Xp-1=xp-1.... X1 =x1,X0 = x0)

= P(Xo=x0)Q(x0,x1)--- Q(Xp-1,%n)
= p(x0)Q(x0,x1)-.- Q(xn-1,%n)-

En ce qui concerne la seconde assertion, on conditionne par rapport a tout les chemins
possibles menant de xg @ x, en n étapes,

P(Xn:Xn|X0 :Xo) Z I]:D(Xn:Xn,Xn,]_ =Xp_1,.--,X1 =x11X0 =X0)

(X1 yeXp-1)€EN7L
> Q(x0,x1) -+ Q(Xp-1,Xn)

(X1 yeeXn—1 )EE"_l
Q" (x0,Xn)-
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Pour la derniére assertion, on conditionne par rapport aux valeurs possibles de I'état

initial
P(Xn=xn) = Z P(Xn =xnlXg = x0)P(Xg =xg)
xp€E
= 2 H(x0)Q"(x0,xn)
xo€E
= ﬂQn( -y Xn)
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Exemple 2 (Espace d'état fini)

Une chaine de Markov homogeéne (Xp)nen sur un espace d'état fini E={1,...,K}
I'espace d’état (fini) est entiérement déterminée par la donnée de

o sa loi initiale p(.)

@ sa matrice de transition

Q(1,1) ... Q(1,K)
Q(K,1) ... Q(K,K)

On associe souvent a la matrice de transition d'une chaine de Markov (homogeéne, sur
un espace d'état fini) un graphe étiqueté et orienté.
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Définition
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Propriété de Markov forte

Exemple 3 ((La chaine météo))

Soit (Xn)nen un processus a valeur dans I'espace d'état {soleil, pluie} indiquant le
temps qu'il fait heure par heure. On suppose que

o S'il fait beau maintenant alors on est sur qu'il fait beau I’'heure d'aprés a 75%
o S'il pleut maintenant alors on est sur qu'il pleut I'heure d'aprés a 45%

La matrice de transition est donnée par

Q[ 075 025
“| 055 045

et le graphe associé est

0.25

0.75 @ @ 0.55

0.45
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Exemple 4 (La marche aléatoire sur Z)

Soit (En)pen une suite de variable aléatoire i.i.d. distribuées comme ¢ de loi de
probabilité
P(é=1)=p, et P((=-1)=1-p.

Le processus (Xp)nen définit par
n
Xn=x0+ Y, &, pour n=1, avec xg € Z,
i=1

est une chaine de Markov homogéne de matrice de transition

P siy=x+1
Q(x,y)=X1-p siy=x-1
0 sinon

Exemple 5

Si (Xn)nen est une suite de variables aléatoires iid sur E de loi palors

Q(x,y)=pu(y), pour tout x,y € E.
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2. Propriété de Markov simple

Proposition 2

Soit (Xn)nen une chaine de Markov homogéne de matrice de transition Q et f : E—R
une fonction. On a

E(F(Xn+1)1X0:-- Xn) = E(F(Xp1)1Xn) := QF (Xo).

preuve:
On a
E(f(Xpe1)1 X0, Xn) = ) F(Y)P(Xns1 = yIXo,--., Xn)
yeE
= Z f(y)P(Xns1 =yI1Xn)
yeE

) {E(f(xn+1>lxn)
yer QX Y)F(y) = QF(Xn)
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Proposition 3 (Protocole générateur de chaine de Markov)

Soit (Un)nen une suite de variables aléatoires i.i.d.,
@ 3 valeur dans un ensemble G,
o distribuées comme U,
o indépendantes de Xp,
et une application F : E x G — E mesurable. Le processus (Xn)nen définit par

Xn+1=F(Xn, Ups1)
est une chaine de Markov homogeéne.

preuve:
Soit neN et xg,...,Xy+1 € E. Posons A, ={Xg =xg,...,Xn =xp}, alors on a

P(Xns1=Xps1lAn) = P[F(Xn, Uns1)) = Xns11An]
= P[F(xn Uns1)) = xns11An]

= P[F(xn, Up+1)) = xn41]
= P[F(xn U))=xps1]-
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Le processus (Xp)nen est une chaine de Markov homogéne de matrice de transition

Qx.y) =P(F(x,U)=y), ¥(xy) e E*.
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Exemple 6 (Inventaire)

Entre deux instants, une usine fabrique g€ N* piéces. Les clients achétes D, .1 entre
les instants n et n+1. On suppose que (Dp)nen forme une suite de variables aléatoires
discrétes i.i.d. On note

Xny1=max(Xn+q—Dpy1,0)=F(Xn,Dpy1), neN.

le nombre de piéces en stock. (Xp)nen €st une chaine de Markov homogéne de
transition

Q(x,0)=P(Dy 2x+q),
Q(xy)=P(Dy=x+q-y), O0<y<x+q.
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Exemple 7 (Marche aléatoire sur z9)

Soient Xg,&1,€2,... des variables aléatoires iid 3 valeurs dans Z9 de loi p. La marche
aléatoire sur 9 est définit par

n
X"=X0+ Z Q(k =Xn—1+§n=F(Xn—1;§n)-
k=1

Il s’agit d'une chaine de Markov homogéne dont la matrice de transition vérifie
Q(x,y) =u(y—x), pour tout x,y € E.
En effet,

P(Xps1=yIXn=x) = P(Xn+&pe1=ylXn=x)
D:D(X‘*"fn+1 :)/)
P({ni1=y—x)=p(y —x).
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3. Propriétés de Markov forte

Definition 3 (Filtration)

Soit (Q,Z,P) un espace probabilisé. Une filtration (%n)nen €St une suite de
sous-tribus de & telle que ¥ Z 1

Exemple 8

La filtration &p =0 (Xp, X1,...,Xn) est la filtration naturelle de (X;)pen. Ce sont les
tribus engendré par toutes les trajectoires passées de (Xpn)nen-

Definition 4 (Temps d’arrét)

Un temps d'arrét 7:Q— Ry = RU {+oo} est une variable aléatoire telle que {7 <n}e F,
pour tout neN
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Exemple 9

L'instant
Tx=inf{n=0, X, =x}, pour xeE,

qui correspond au temps d'atteinte de I'état x est un temps d'arrét. On peut écrire
k-1

(Tx=kt= | X #x10 X = .
=0
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On note Py et Ex la mesure de probabilité et I'espérance conditionellement a
I'événement {Xp = x}, soit

Px(Xn=y)=P(Xn=ylXg=X) et Ex(Xn) =E(XnlXp = x).

Theoreme 1 (Propriété de Markov forte)

Soit (Xn)pen une chaine de Markov homogéne et T un Fp-temps d’arrét alors,
conditionellement 3 I'événement {1 < oo}, le processus (Xn = Xr4n)nen €St une chaine

de Markov homogéne de loi initiale ﬁg X: et de méme probabilités de transition que
(Xn)neN

preuve:
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Soit peN* et (x,xl,...,xp)EEp+1. On a

P(Xr41 =X15-., Xr4p = Xpl X7 =X, T <00)
[o0)

= P(Xr41 = X1, s Xr4p = Xp, T = k| X7 = X, 7 < 00)
k=0

I
018

P(Xis1 = X1+, Xieap = Xp, T = kIXg = x,7 <00)

=
I
o

I
018

P(Xk+1 = X1+ Xiqp = XplT = k, Xr = x,7 <00)P(7 = kI X7 =x,7 <00)

P
Il
o

I
018

P(Xk41 = X1+ Xiqp = XplT = k, Xr = x,7 <00)P(7 = kI X7 = x,T <00)

>
I
o

I
018

P(Xks1 =X1s-- 0 Xisp = XplT = k, Xjc = x,7 <00)P(7 = kI X; = x,7 <00)

k=0
(o 0]
= Px(X1=x1,...,.Xp=Xxp) Z P(7=kIX; =x,T <00)
k=0

= PX(X]_:X]_,...,Xp:Xp)
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Proposition 4 (Analyse & un pas)

Soit To=inf{n=0 ; X, € A}, avec AcE tel que Ex(14) < oo pour tout x€ E. Soit xe E
et n=1, alors

o
Pul(s _n)_{o, x€A,
A Tyee QU y)Py(ta=n-1), xgA.
(2}
Ex(r )_{0, x€A,
AT I+ 5,ee QUoy)Ey (Ta), xEA.
preuve:
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O SixeAalors 74 =0 Px-p.s. donc Px(t4=n)=0 pour n=1 et Px(14=0)=1.
Supposons n=1 alors

[FDX(TA:].) = P(TA=1|X0 =X)

= Y P(ra=1X1=ylXo=x)
yeE

= Y P(ta=1I1X1=y,Xp=x)Q(x,y)
yeA

+ Y Pra=lX1=y,Xo=x)Q(x,y)
yeE/A

= ) 1xQ(x,y)+0.
yeA

On remplace 1 par Py(14=0) (=1 si y € A), il vient

Px(ta=1)= ) Py(14=0)xQ(xy)
yeA
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quite a ajouter 0 on a

Px(ta=1) = ZAPy(TA:O)xQ(x,y)+O
ye
= 2 Py(ta=0)xQ(x,y)
yeA
+ X Py(ta=0)xQ(x,y)
yeE/A

puisque Py (74 =0)=0si y € E/A. On vérifie bien que

Px(ta=n)= Y Q(x,y)Py(r4=n-1) pour n=1.
yeE
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[FDX(TA = n) =

Définition
Propriété de Markov simple

Propriété de Markov forte

P(TA = n|X0 =X)
Y P(ra=nX1=ylXo=x)

yeE

Y P(ta=nlXy =y, X0 =x)Q(xy)

yeA

X P(ra=nlXy=y,Xg=x)Q(xy)

yeE/A

0+ Y P(ta=nX1=y,Xo=x)Q(xy)
yeE/A

n-1
™ [F"( N X e Ain{Xp e AlIX1 =y, Xg :x) Q(x,y)
yEE/A i=0

Sachant {Xy = x} I'événement {Xy ¢ A} est presque sir. On a donc

Px(ta=n)=

> IF’( N Xt AniXpe AlIX =y | Q(x,y)
i=1

yeE/A
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On perd le conditionnement par rapport a Xg car sachant Xj
ﬂ {X; ¢ A}n{Xp € A} est indépendant de Xj.

Puis on remarque que comme (Xp)n €N est une CMH alors

(X1, X2, X)Xy = Y1 2 [(X0 X1+ Xn- 1)1 X0 = 1.

Cela permet d’écrire

n-2
Px(a=m) = ¥ B[ 0XeANXy 1A Q)
yeE/A i=0
= Y Py(ta=n-1)Q(x,y)+0
yeE/A
= Y Py(ta=n-1)Q(xy).
yeE
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@ Si xe A alors Ex(14) =0 et sinon

+00
Ex(ta) = Y nxPx(ta=n)
n=0

= Y hY Py (ra=n-1)Q(x)

n=1 yeE

= L Q) X (P (ra=n)

yeE

= ) Qly)(1+Ey(r4))

yeE

= 1+ ) Q(xy)Ey(Ta).
yeE
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Exemple 10

On lance une piéce jusqu'a obtenir face deux fois de suite. On note (Xp)nen le
nombre de face consécutifs.

@ Donner I'espace d'état, la matrice de transition et le graph.

@ Donner le nombre moyen de lancer nécessaires a |'obtention de deux faces
consécutifs.
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Exemple 11

Soit {Xt ; teN} une chaine de Markov homogéne d’espace d'état {1,2,3,4} et de
matrice de transition,

1 0 0 0

1/10 3/10 5/10 1/10

2/10 1/10 6/10 1/10
0 0 0 1

pP=

O Soit A={1,4}, donner Ex(t4) pour x€ E
@ On définit
F='Absorption dans I'état 4’

et
G ="L’état 2 est visité juste avant I'absorbtion"

Calculer Px(F) et Px(G) pour x€{1,2,3,4}.

Solution:

27/74



ions et premieres propriétés

de Markov simple

de Markov forte

O On aEi(ra)=E4(ra)=0 et on résout le systéme

{[EO(TA):1+%E0(TA)+%E2(TA)
Ex(ta)=1+15E0(7a) + $5E2(7A)

@ On aPy(F)=0 et Py(F)=1. On note que pour x€{1,2}, on a

Px(F)= Z I]J)y )Q(xy)-

On résout donc le sytéme

{PO(F) B+
Po(F) =15+

On effectue le méme raisonnement pour Px(G).

Exemple Python!
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Transience, récurrence et irréductibilité Etats accessibles, communiquants, classes ouvertes/fermées, chaine irr

Etats récurrents, états transitoires

I1. Irréductibilité, périodicité, transience, et récurrence

1. Etats accessibles, communiquants, classes ouvertes/fermées, chaine irréductible
Soit (Xn)nen une chaine de Markov homogéne d’espace d'état E et de matrice de
transition Q.

Definition 5 (x ~» y)

L'état y € E est accessible depuis I'état x € E s'il existe neN tel que

Q"(x,y)>0.

Proposition 5 (La relation d’accessibilité)
Soient x,y,z€ E,
® X~ X,

@ Six~y ety~z alors x~ z.

Sur le graph, cela signifie qu’il existe un chemin de x a y.

Definition 6 (Etats communiquants)

Soient x,y€ E. Si x~+y et y~»x alors x et y communiquent. On note x < y.
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Etats récurrents, états transitoires

Definition 7 (Classes d'équivalence)

Une classe d’'équivalence est un sous-ensemble 6x c E formé d'états communiquant
avec x € E. Formellement
Ex={y€E ; x—y}

Remarque 1

© On parle de classe d'équivalence car la relation de communication est symétrique,
réflexive, et transitive.

@ I'ensemble des classes d'équivalence forme une partition de I'espace d’'état. Ce
sont les classes irréductibles de la chaine de Markov.

Definition 8 (Irréductibilité)

La chaine de Markov (Xp)nen est irréductible si pour tout (x,y) € E2, il existe neN tel

que
Q"(x,y) =P(Xn=ylXp=x)>0.

Remarque 2

Dans une chaine irréductible tout les états communiquent. L’'espace d’état est une
classe d'équivalence.
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Definition 9 (Classe d'équivalence ouverte/fermée)

Une classe (d'équivalence) € est
@ ouverte si pour tout x €€ il existe y € E/€ et neN tels que Q"(x,y)>0,

o fermée sinon.

Exemple 12

Soit (Xn)nen une chaine de Markov homogéne d’espace d’état {1,2,3,4} et de matrice

de transition
12 12 0 0
|12 172 0o o
Q=| 174 1/4 1/4 1/4
o o0 o0 1

@ Combien de classe d'équivalence?
@ (Xn)nen est-elle une chaine irréductible?

© Distinguer les classes ouvertes et fermées.

Remarque 3

On peut définir une sous-chaine de Markov irréductible a partir d’une classe fermée.
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Etats récurrents, états transitoires

Definition 10 (La périodicité d'un état)

La période d'un état x € E est défini par

d(x)

pgcdineN* ; Q"(x,x)}
pgcd{Longueur des trajectoires menant de x a x}

Si d(x) =1 alors x est un état apériodique.

Remarque 4

O Si Q(x,x)>0 alors x est apériodique.
@ Si x—y alors d(x)=d(y)

© Soit € une classe d'équivalence, alors la période d'un état x € € est la période de
la classe d'équivalence €.
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Exemple 13

Soit {Xp}nen une chaine de Markov homogeéne {1,2,3,4} de matrice de transition

0 0 1/2 1/2
1 0 0 O
Q= o 1 o o |
01 0 0

@ Chaine irréductible? Combien de classes d’équivalence? Ouvertes ou fermées?

@ Donner la période de chaque état?
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Etats accessibles, communiquants, classes ouvertes/fermées, chaine irr
Etats récurrents, états transitoires

2. Etats récurrents, états transitoires
Soit (Xn)nen une chaine de Markov homogéne d’espace d'état E. On notera la
probabilité et |'espérance conditionnelle de X, sachant Xy = x de la facon suivante

P(Xn=ylXo=x)=Px(Xn=y), y € E, et E(XnlXg = x) =Ex(Xn).

Definition 11 (Tx, Sx, et Ny)

Soit x€ E, on note

O Sx=inf{n=1; X, =x} est le temps de retour a I'état x (en supposant que
Xo = x),

Q Ny :Z;S_H{Xn:X} le nombre de passage par I'état x (sans compter le point de
départ).

Definition 12 (Etat récurrent/transitoire)

@ Un état x € E est récurrent si

Px(Sx <o0)=1

@ Un état x € E est transitoire
Px(Sx =00)>0

Un état est transitoire lorsqu’il n'est pas récurrent.
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Si x € E est un état récurrent, alors on est sur que la chaine repassera par x. Si x est
transitoire alors il existe un événement, de probabilité non nulle, pour lequel la chaine
ne repasse pas par x.

Theoreme 2 (Caractérisation de la récurrence)

O xeE est récurrent & Px(Nx=00)=1 et Zg‘i Q"(x,x) =00

@ xcE est transitoire © Px(Nx <oo)=1 et Z;Z‘i Q"(x,x) <oo. De plus, on a

Px(Nx = k) =Px(5x =00) [1 -Px(Sx = oo)]k ,k=0,1,2..., (Distribution géométrique).

preuve:
On commence par remarquer que pour x,y € E,

Z[Ey Xn=x}) = Z[P’y Xn=x)= Z Q"(y,x).

+00
[Ey(NX): (Z {Xn=x}
n=1
Posons Fn={Xpn=x, Xm#x ; m=n+l} et G={Xp#x; n=1}, on a

+00
{Ny <oo}=Gu |J Fp.
n=1
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Comme les événements ci-dessus sont disjoints alors

+oo
Px(Nx <00) =Px(G)+ Y Px(Fp). (1)
n=1
Or
Px(Fn) = Px(Xn=x, Xm#x; m=zn+1)

= P(Xn=x, Xm#x; m=n+1|Xg=x)

= P(Xm#x; m=n+1|X,=x,Xg =x)P(Xn=x|Xg =x)

= P(Xm#x; mzn+11X,=x)Px(Xn =x) (propriété de Markov)
= Px(Xn#x; n=1)Px(Xn=x) (Homogénéité)

= Px(G)Q"(x.x)

En substituant dans I'équation (1), il vient

1+ Jio Q" (x,x)
n=1

Px(Nx <00) =Px(G) =Px(G)[1+Ex(Nx)]
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@ Si x est récurrent alors Px(G) =0, par suite Px(Nx <00) =0, Px(Nx =00) =1.
Cela implique Ex(Nx) :Z:g‘i Q"(x,x) =oo0.

@ Si x est transitoire alors Px(G)>0 et

Py (Nx < o0)

BN

-1l<oo

ce qui implique que Z;Z‘i Q"(x,x) <00 et Px(Nx <o0)=1

Supposons que x soit transitoire. Pour montrer que Ny suit une loi géométrique, nous
avons besoin du lemme suivant

Lemme 1

Px(Nx =0)=P(Sx =00) et Px(Nx = k|Sx <o0) =Px(Nx=k—-1), pour k=1.

preuve:
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Etats récurrents, états transitoires

L'égalité Px(Nx =0) =P(Sx =o0) est évidente au vu de la définition de Sx. Nous avons

Px(Nx = kISx < o0)

Px(Nx = k|Sx < 00, Xg = x)

+o0
P(Z Ix;=x = k|Sx <00, Xs, =x,Xp =X)
i=1

+00
P(1+ > DXI.:X:k|5X<oo,X5X:x)
i=Sx+1

+00

P(1+ Z HX,-:X:k|Sx<°°vXSX:X)
i=Sx+1

Px(Nx=k-1)
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Par application du lemme, il vient

Py (Nx = k)

Py (Nx = k|Sx < 00)Px(Sx <o)
= Px(Nx=k—1)Py(Sx <o)
= Py(Nx = k=1]Sx < 00)Px(Sx < 00)?
= Px(Nx = k—2)Px(Sx <00)?

= Px(Nx =0)Px(Sx <o)X,
= Px(Sx =00)Px(Sx < 00)k.
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Corollaire 1

Si la chaine de Markov (Xn)nen est irréductible alors soit

o Tous les états sont récurrents et
Px(Ny =00, Vy€e E)=1
o Tous les états sont transitoires et
Px(Ny <oco, VyeE)=1
Si I'espace d’état E est fini alors tous les états sont récurrents.

preuve:
Comme x — y alors il existe n;,ny €N tels que

Q"M (x,y)>0 et Q™(y,x)>0
Comme
QT2 (x,x) 2 Q" (x,y)Q"(y,¥) Q™ (y,x) et Q"2 ™M (y,y) = Q"2 (y,x)Q"(x,x) Q" (x,y),

alors ¥ 51 Q"(x,x) et ¥ p»1 @"(y,y) sont de mé&me nature et partant
o Si x est récurrent alors y aussi

o Si x est transitoire alors y aussi
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Supposons x récurrent alors
Px(Ny =00) = Px(Ny = 00lSy <00)Px(Sy <o)
or Px(Sy <o0) =1, en effet on peut remarquer que
0=Py(Ny<o0) > Py(Sy=00,5x<00)

= Px(Sy =00)Py(Sx <o0).

Comme Py (Sx <00) =Y k=1 Q*(y,x) >0 alors Px(Sy =00) =0 puis Px(Sy <oco)=1. On
en déduit que

Px(Ny=00) = Px(Ny=00|Sy <o0)
o)
= PX(1+ Z D{Xk:y}:OO|5y<OO,X5y:y)
k=Sy+1

o0
Py, (kzln{xk:y} :oo) =Py (Ny=oc0)=1.

Suppossons que x soit transitoire alors il existe n,r e N tels que

Q"(x,y)>0et Q"(y,x)>0
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puis
QM (x,x) = Q"(x,y)Q" (y,x)

comme ¥*%9 Q™" (x,x) <oo alors £+ Q"(x,y) <o et Ex(Ny) <oco, ce qui implique
Px(Ny <oo0)=1.

Enfin supposons que l'espace d'état E soit fini. Supposons que x soit transitoire alors
ZyeEZ‘,’f:l Q"(x,y) <oo, cela est absurde car

y ZQ(xy)-Z 5 Q") f
yeEn=1 n=1yeE n=1
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I11. Mesure invariante et récurrence positive
Soit (Xn)npen une chaine de Markov homogéne sur une espace d'état E et de matrice
de transition Q.

Definition 13 (Mesure invariante)

Soit p une mesure positive et non identiquement nulle sur E. p est une mesure
invariante si elle vérifie
u(y)= 3 u(x)Q(xy),
xeE

soit matriciellement

Remarque 5

=
I

=

o

Si on suppose que pu(E) <oo, toujours vrai si E est fini, alors quitte & remplacer p(.)
par p(.)/u(E), on obtient une mesure de probabilité invariante. On remarque aussitot
que

u=uQ", pour tout n>1,

cela implique que si on choisit ¢ comme loi initiale alors Xg, X7, X, ..., sont
identiquement distribués (pas indépendants).
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Definition 14 (Mesure réversible)

Soit A une mesure finie, non identiquement nulle, sur E. A est une mesure reversible si

AMx)Q(x,y) =A(y)Q(y,x), pour tout x,y € E.

Proposition 6

A reversible = A invariante.

preuve:
On a

ZEA(X)Q(X,)/) = ZEl(y)Q(y,X) =My)
O
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Exemple 14 (Modéle d’urne d’Erhenfest)

Dans deux urnes A et B se trouvent N boules numérotées de 1 8 . Le processus
(Xn)nen correspond au nombre de boules présente dans I'urne A. On suppose
qu'initialement toutes les boules sont dans I'urne A (soit Xg = N). A chaque pas de
temps

@ On tire un numéro i au hasard dans {1,...,n}

@ La boule portant le numéro i change d'urne
Le processus (Xp)nen est une CMH d’espace d'état E ={0,..., N} de probabilité de
transition

N2X, siy=x+1, et x=0,...,N-1,
Qxy) =4~ siy=x-1, et x=1,...,N,
0 sinon.

Une mesure A est réversible si et seulement si elle vérifie

- 1
A(x) NNX :/1(x+1)%, x=0,..,N-1.

On remarque alors que A(x) = (’)\(’) convient.
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Theoreme 3

Soit x un état récurrent. La formule
Sx-1
Vx(y)=[EX Z I]Xk:y )
k=0

définit une mesure invariante. De plus, vx(y) >0 si et seulement si y appartient a la
méme classe de communication que x.

preuve
Pour commencer, si y ne communique pas avec x alors vx(y)=0. On écrit

Sx

Z I]Xk:y
k=1

vx(y) = Ex

en effet, si x =y alors

Sx-1
X( Z I]Xk:X
k=0
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et si x#y, on sait que Xp =Xs, =x et donc

Sx-1 Sx
(oo
k=0 k=1
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Par suite,

vx(y)

™
018

Ex ("Xk = y,xk,lzz,sxzk)

N
m
m
x
i
-

018

Ex ['Ex (ﬂxk:y,xk_lzz,sxzk|=9k—1)]

zeE k=1
o0
Y Ex [0, g =2 52kEx (DX =y [P
zeE k=1
o0
Z Ex [I]Xk,1=z,5X2k Q(Xk_]_,y)]
zeE k=1
o0
2 Ex ["xk,lzz,sxzk Qzy)|
zeE k=1
Sx
Z Ex [lxk_1=z Q(Z'y)
zeE k=1
vx(2)Q(z,y).
zeE
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Remarque 6

O S'il existe plusieurs classes de récurrence (classe de communication contenant un
état récurrent) R;, i€l. En choisissant pour chaque 7, un état x; € R;, alors
Sx; -1
VXi(y):EX,' Z Uszy ’ yERi'
k=0

définit des mesures invariantes a support disjoints R; c E.

@ Si E est fini il existe au moins un état récurrent, on peut donc définir une mesure
invariante. Celle-ci sera finie, on pourra donc obtenir une probabilité invariante en
normalisant. On retiendra que si I'espace d'état est fini, alors il existe au moins
une probabilité invariante!
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Theoreme 4 (Mesure invariante proportionnelle)

Si (Xn)nen irréductible et récurrente alors la mesure invariante est unique a une
constante multiplicative preés.

preuve:
Soit p une mesure invariante. On montre par récurrence sur p, que pour p=0 entier
et x,yeE
PA(Sx-1)
py)zp(x)Ex | X Ix.=y

Si x =y alors I'inégalité est immédiate puisque

PA(Sx-1) S-1
|EX Z H)(k:X :IEX Z I])<k=X :vX(X):]"
k=0 k=0
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Soit x #y. Supposons que p=0, 'inégalité est triviale. Supposons l'inégalité vérifice
au rang p qu'en est il au rang n+17

wy)

v

Y w(z)Q(zy)

zeE

Y B(x)Ex

zeE

pA(Sx-1)

Z DXk:z Q(z,y)
k=0

M

H(x) Ex [Ix, =2 k=5,-1] Qz.¥)

N
m
m
x
I
o

M-

H(x) Ex ["Xk:z,Xk+1:y,k55X—1]

N
m
m
>
I}
o

La propriété est vérifiée au rang p+1 et donc pour tout p. Lorsque p tend vers l'infini

on trouve

ply) = p(x)Ex

= p(x)vx(y)

Sx-1
2 IX¢=y
k=0
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Fixons x € E. La mesure vy est invariante et on a u(y) = u(x)vx(y) pour tout y € E.
De plus pour tout n=1, on a

p(x)= Y Q" (y:x) 2 3 u(x)vx(y)Q"(y,x) = p(x)vx(x) = u(x)
yeE yeE

ce qui équivaut a
2 (u(y) = (x)vx(¥) Q" (y,x) =

yeE

donc on a I'égalité u(y) = u(x)vx(y) pour y tel qu'il existe n=1 avec Q"(y,x)>0.
Cela est vrai pour tout y € E puisque la chaine est irréductible. On a bien

1= p(x)vx
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Corollaire 2

Si (Xn)n =0 est une CMH irréductible et récurrente alors
@ Soit il existe une unique mesure de probabilité invariante m et on a pour tout x€ E

w(x)= ———,
() £.(5)
la chaine est dite récurrente positive.

@ Soit il n'existe pas de mesure de probabilité (les mesures invariantes ont une
masse totale infinie) et pour tout x€ E

IEx(sx) =090,
la chaine est dite récurrente nulle.

preuve:
D’aprés le théoréme 4, les mesures invariantes sont proportionnelles. Elles ont donc
toutes une masse infinie ou toute une masse finie. Supposons que leur masse totale

soit finie et notons 7 I'unique mesure de probabilité. On a = Cvy puis C = (vx(E))~!
et
_vx(x) 1

()= Vx(E) ~ Ex(Sx)
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Supposons que la masse totale des mesures invariantes soit infinie alors

Ex(Sx) = vx(E) = 0.

Proposition 7 (Loi invariante et espace d’état fini)

Soit (Xn)nen une chaine de Markov homogéne dont I'espace d’état est fini.
o Il existe au moins une mesure de probabilité invariante

Si la chaine (Xn)nen est irréductible alors cette loi est unique.

preuve:

Puisque (Xn)nen €st une chaine de Markov sur un espace d’état fini alors il existe au
moins un état récurrent et donc au moins une mesure invariante. Cette mesure est
nécessairement de masse finie et peut donc étre normalisée pour devenir une mesure
de probabilité.

De plus, si la chaine est irréductible alors tous les états sont récurrents puis récurrents
positifs car I'espace d'état est fini. D'ou I'unicité de la loi de probabilité invariante par
le corollaire 2.
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Exemple 15 (7= (n1 7o 73))

Soit {Xt ; teN} une chaine de Markov homogéne sur un espace d'état E ={1,2,3} et
de matrice de transition
3/5 2/5 0
Q=( 1/5 3/5 1/5 J
0 3/5 2/5

Q Justifiez I'existence et I'unicité d’une loi invariante
1.Q=m,

@ Pour chaque x€ E, donnez 7« en résolvant
xeEMx=1.

© pour chaque x€ S, donnez Ex(Sx).
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1V. Stabilisation des chaines de Markov

1. Convergence vers la loi stationaire

Dans cette section, on s’intéresse au comportement asymptotique de la chaine de
Markov. La question est de savoir si la chaine de Markov se stabilise au sens ou elle
atteint un état "stationnaire". Nous allons notamment étudier le lien entre
stationarité et mesure de probabilité invariante.

Theoreme 5 (Temps moyen passé en x)

Soit une chaine de Markov (Xn)nen homogéne et irréductibe sur un espace d’état E.

1

1 n
lim — Ix, = = ——— p.S.
P N

n—+oo n
preuve
Posons m(n) =Y} _;Ix,=x- Si la chaine est transiente alors P(Sx =00)>0, Yx€E et
donc Ex(Sx) =oo. De plus on remarque que Yw e Q m(n)[w] (on comprend Q comme
I'ensemble des trajectoires possibles du processus) devient constant pour n
suffisamment grand (comme x est transient alors au bout d'un moment la chaine ne
visite plus x), cela implique que m(n)/n n:»ooo p.s.

Supposons la chaine récurrente, on introduit la suite de variables aléatoires.
Sk = inf{n> Sk—l N Xn =x}, k=1
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qui représente les temps de k€ retour en x. On convient que Sg =0 et S; = Sx. Soit
Af =5, —Sk_1, k=1 les temps séparant deux passages par x consécutifs.

Lemme 2

(AS),=1 est une i.i.d. de variables aléatoires distribuées comme Sx|Xg = x

preuve:

On va se contenter de montrer le résultat pour les deux premiers délais. On a pour

p.qeN,

Px(S1=p.03 =q)

P(A3 =qIS1 = p, X0 = X)Px(S1 = p)

p+g-1 p-1
P(Xp+q =X, ﬂ Xk #XHXp =X, ﬂ {Xk # x5 Xo :X)[FDX(S]_ = p)
k=p+1 k=1
p+qg-1
P(Xp+rg=x, [ Xk #x1Xp=x)Px(51=p)
k=p+1
g-1
P(Xq =x, [ Xk #x}Xo = x)Px(S1 = p)
k=1

Px(S1=a)Px(S1 = p) =Px(Sx = q)Px(5x = p)
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O
En vertu de le loi forte des grands nombres, il vient
S
S k=1 A
on _ Zk=1"k _, Ex(Sx) p.s.
n n

Comme x est récurrent alors m(n) — oo et

Sm(n)

m(n)

- [Ex(sx)

Soit neN tel que m(n)[w] =1, on a Sj[w] = n<S;,1[w] (On retourne / fois en x avant n
puis la /+1€M€ visite a lieu aprés n). Par suite,

Sm(n) _ 0 _Sm(n)+1 _ Sm(n)+1 m(n)+1
m(n) ~ m(n) = m(n) ~ m(n)+1 m(n)

Théoréme des gendarmes = ﬁ — Ex(Sx).

Vérifions que si Ex(Sx) = oo alors Ey(Sy)=co, Vy€E.
Notons que

. 12 1o
L (; k§1"xk=y) “aimen L @0
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d’une part et
1 1
li Ey| - Iy, =y |=—=
n=too (” kgl Xk*y) Ey(Sy)

en vertu du résultat de convergence précédent. L'irréductibilité de la chaine entraine
I'existence de r,s =1 tels que Q"(x,y)>0 et Q*(y,x)>0. On remarque que

Q"R (x,x) 2 Q" (x,¥) QX (y,y) (. x) puis

l - ; r+k+s _
n g (v,y) = () (%) kle (x,x)—0.

On en déduit que Ey(Sy) =oco. On peut montrer de maniére équivalente que

Ex(Sx) <oco= Ey(Sy)<oo, yeE
O
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1 & 0, récurrence nulle,
=Y Q(xx)— . o
n =1 1/Ex(Sx), récurrence positive.

D’aprés le Théoréme 5 et la convergence dominée, on a

Eu(%kélﬂxk:x) Z Pu(Xk =x) Z IJQk(X) Ex (5 ) =7(x)

pour toute loi initiale pu et en particulier Vx,y € E

:\'—‘

> Q00 = ().

Nous venons de montrer que pour une chaine irréductible, récurrente positive, la suite
(mQ"(x)) converge en moyenne de Césarro vers m(x) avec

HQUX) +H@2(x) +... +pQ"(x) ().

n n—oo

Mais que dire de la convergence de uQ"(x)=Pu(Xn =x) au sens usuel? La chaine de
Markov (Xp)nen converge-t-elle en loi vers une variable aléatoire Xo? Cette
convergence est établie sous réserve d’apériodicité.
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Soit (Xn)nen une chaine de Markov irréductible, récurrente positive.

Proposition 8
Si (Xn)nen est apériodique alors il existe N €N tel que pour tout n=N on a
Q"(x,y)>0 pour tout x,y € E.

preuve:
Soit /(x)={neN* ; Q"(x,x)>0}. On note que si p,qel(x) alors p+qe/(x).

Lemme 3

Soit un ensemble AcN*, stable par addition de pgcd égal 3 1 alors A contient tout les
entiers plus grand que N.

preuve:
Soit A= Au{0}, alors A’ — A’ est un sous groupe de Z qui est donc de la forme dz,
avec d le plus petit élément non nul de A’. Comme A’ contient A alors d divise tout
les élements de A donc d=1. On en déduit qu'il existe a,be A’ tels que a+1=b.
Nécécessairement, a€ A,

@ si b=0 alors a=1 et A continent tout les entiers naturels
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o Si be A alors N =b? convient car pour n=N, on a pour 0<r<b,
n=b2+bq+r=b(q+1—r)+(b+1)reA

O
I(x) =N est stable par addition, il existe ny €N tel que /(x) contient tout les entiers
supérieurs 3 ny et Q"(x,x) >0 pour tout n=ny. Par irréductibilité, on a aussi pour
tout z,y € E I'existence de np,n3 €N tels que Q™ (z,x)>0et Q™(x,y)>0. On en
déduit que

Q273 (2,y) 2 Q" (2,x)Q" (x,x) Q™ (x,y) >0

On choisit alors N =nj +n +n3.
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Definition 15 (Chaine de Markov couplée)

Soit (X})nen une copie indépendante de (Xp)nen, on appelle ((Xn, X)) nen la chaine
couplée.

@ (Xp, X)) est une chaine de Markov sur E x E de matrice de transition
QLX) (y,y)] = QL% ¥) QX y")

@ Soit u et v les lois initiales respectives de (Xn)nen €t (X} )nen alors la loi initiale
de ((Xn, X}))nen est la mesure produit p®v

Proposition 9

Si (Xn)nen une chaine de Markov irréductible, récurrente positive et apériodique alors
la chaine couplée ((Xn, X},))nen est irréductible et récurrente positive.

preuve:
On vérifie que, il existe NeN telle que Vn= N

Q" [(xx).(,¥)] = Q"(x.¥)Q"(x,y") >0

d’aprés la Proposition 8. ((Xn, X},))nen est donc irréductible. On note ensuite que

3

M=

% Q"(x,y) <00

—n 1 & 1
Q [(xxX) vy == 2 Q"(xy)Q"(xy) ==
k=1 =1 n

k=1
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et donc que ((Xn, X},))nen est récurrente positive.

Theoreme 6

Si (Xn)nen est apériodique alors la chaine se stabilise au sens od, pour toutes lois
initiales p,v sur E, on a

supluQ”(y) -vQ"(y)I —_ 0.
€eE

y -

et en particulier
n
nQ"(y) , = m(y)-

preuve:
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Soit ((Xn, X}))nen la chaine couplée de (Xp)nen de loi initiale p®v et
Tx =inf{neN* ; (Xp, X}) =(x,x)}. On a

IJQn(Y) = Pu@v(Xn =y)
n
= Puev(Xn=y,1x>n)+ Z Puev(Xn=y,Tx = k)
k=1
n
= Puev(Xn=y,7x>n)+ Y Puev(Xn=y,Xg =x,7x = k)
k=1

n
= Py@v(Xn =y,Tx>n)+ Z Pp@v(xn =yl Xk :X)Pp®v(77x =k)
k=1

n
= Puev(Xn=y,x>n)+ Y Px(Xp_k =y)Puev(tx = k)
k=1

d'une part et
n

VQn(y)=P#®V(X;1:y’Tx>” Z Y)Pusv(tx = k)

d’autre part. On en déduit que

Q" (y)-vQ"(y)I

|Py®v(Xn =yltx > ’7) _IPH®V(X[,1 =yltx > ”)|Pp®v(Tx > ’7)(2)
2Puev(Tx > n) n_.—;OOO(car ((Xn, X)) nen est récurrente (3)

IN
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On constate que
n
HQNy) , = ()

en choisissant v=r.
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Que peut-on dire d'une chaine de Markov qui n’est pas irréductible?

Soit (Xn)nen une chaine de Markov homogéne sur un espace d’état fini. Ce dernier se
divise en k =k + kp classes d'équivalence avec Oy,..., O, les classes ouvertes et
F1,...,Fk2 les classes fermées.

° x€ Uf.(:ll O; alors x est transient et 7(x)=0

o Pour chaque classe fermée F;, i=1,..., ko,
o On définit une sous matrice de transition QFi’ de loi stationaire unique TF;

o On définit le vecteur Ilg. = (0 77, 0] de dimension Card(E).

Les lois stationnaires de (Xp)pen admettent la forme suivante

ko O<a;<1
m=) allF;, avec | i, !
i=1 i:1“i:1

S'il n'y a qu'une seule classe fermée (ko =1) alors la loi stationnaire est unique et
aq =1.
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Exemple 16

Soit {Xt ; te€N} une chaine de Markov sur un espace d'état E ={1,2,3,4,5} et de
matrice de transition

1/4 1/4 1/4 0 1/4
/2 0 0 1/2 0
Q=] 0 o o0 1 ©
0 0 1/2 1/2 0
0o 0o o0 0 1

Q {X: ; teN} est-elle irreductible, combien de classe de communication,
ouvertes/fermées?

@ Donnez la forme générale des lois invariantes.
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2. Théorémes ergodiques

Theoreme 7 (Théoréme ergodique)

Soit (Xn)nen une chaine de Markov homogéne, irréductible et récurrente positive sur
un espace d'état E. Soient |1 une mesure invariante, et f,g: E — Ry telles que
[fdu<oo et [gdu<oo. Alors, pour tout xe E, on a

Liof(X)  [fdu

, —-p.s.
T Lg(Xy) nmoo fgdu’
Avec g constante égale a 1, on a
1 n=
E Z :Ooffdn, Px —p.s.

avec n I'unique mesure de probabilité invariante.

preuve:
On définit les temps d'arréts

So=0, et Sp=inftk=S,_1, X =x}
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Sy est le temps de kM€ retour en x, comme I'état x est récurrent alors ces temps
d’arrét sont finis presque siirement. On pose

Sp+1-1
Zo(F)= 3. F(Xe), n=1.
k=Sp

Lemme 4

Les v.a. Zy(f), n=0,1,..., sont i.i.d.

Soient g1,82,83,... des fonctions mesurables bornées sur Ry. On va montrer |'identité

Ex { _ligi[zi(f)]} = _li[Ex {&ilZo(F)]}-

par récurrence sur n. Au rang n=0 l'identité est vérifiée. Supposons la propriété
vérifiée au rang neN, qu’en est-il au rang n+17?
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On note que Zy(f),...,Zn(f) sont mesurable par rapport a la filtration &g . De plus,
Z,+1(f) est indépendante de Fg, et distribuée comme [Zy(f)IXg =x] d'aprés la
propriété de Markov forte. On en déduit que

n+l n+l
Ex{g)g,-[z,-(f)]} - [Ex([EX{HJg;[Z;(f)]}“?SH)

[z,-(f)nsx{gnﬂ[zml(f)])gfsn})

1l
.
x
:ﬁ
= L=

1l
)
x
—_——
Il
o

&ilZo(F)] }Ex{gn+1[20(f)]}

La propriété est vérifiée au rang n+1. On rappelle que

Sx—-1

vx(y) :[EX( Z [IXk:y
k=0

, pour ye E.

définie une mesure invariante, on considére une mesure invariante définie par
w=p(x)vx (vx(x)=1 et les mesures invariantes sont proportionnelles). On observe

alors
Z fF(y)vx(y) = fj(rd;l

Sx-1
Z Z f(Y)ﬂXk:y

k=0 yeE

Ex [ZO(f)] =Ex
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La loi forte des grands nombres implique

1nl [fdu
- Z,(f) —
”kgo K0 = (x)

On note Nx(n) le nombre de passage par I'état x avant I'instant n, de sorte que

Shy(n) SN SN (n)+ 10
et

=0
Nx(n) - Nx(n) - Nx(n)

Cela est équivalent a

S (n)-1 _ Sh(m+1-1
Lo X0 _Iipfe) 5" (X0

Z:(Vi((Jn)—]- Z - Zﬂ;% f(Xk) B Zﬁlzénﬁl Z
Nx(n) = Nx(n) = Nx(n)

puis
Lhof(X) [ rdp
Nx(n) u(x)

On effectue le méme travail pour g avant de conclure.
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Remarque 8 (Algorithme MCMC)

Les méthodes de simulation de Monte Carlo par chaine de Markov consiste a estimer
I'intégrale [f(X)dn par %22:1 f(Xk), ot Xq,...,Xn sont les points d'une trajectoire
d’une chaine de Markov dont la loi de probabilité invariante 7. Activité Python
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Mes notes se basent sur les documents [4, 2, 1, 3].

[
[

Maryann Hohn.
PSTAT160A: Applied Stochastic Processes - Lecture notes.
2017.

Nabil Kazi-Tani.
Modeéles aléatoires discrets - Cours scannés ISFA.
2017.

Jean-Francois Le Gall.
Intégration, probabilités et processus aléatoires.
Ecole Normale Supérieure de Paris, 2006.

Lionel Truquet.

Statistique des processus 3A - Note de cours.
http://www.ensai.fr/files/_media/documents/Enseignants¥%20chercheurs
20-%20doctorants/ltruquet’%20-%20documents/polystatdesprocessus2.pdf.
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