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Martingale a temps discret

|. Martingale a temps discret

Definition 1 (Processus adapté)

Un processus (Xp)nen est adapté a la filtration &, (Fp-adapté), si X, est mesurable
par rapport a la tribu .

La filtration o(Xp,...,Xn) est la plus petite filtration rendant le processus (Xp)pen
adapté.

Definition 2 (martingale, sur-martingale, sous-martingale)

Soit (Xn)nen un processus Fp-adapté tel que E(|Xp|) < oo pour tout neN. On dit que

o Une martingale si
E(X,+11%Fn) = Xn, pour tout neN.

@ Une sur-martingale si

E(X,+11%n) < Xn, pour tout neN.
@ Une sous-martingale si

E(X,+11%n) = Xn, pour tout neN.
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Martingale a temps discret

Remarque 2

Une sur-martingale décroit en moyenne tandis qu'une sous-martingale croit en
moyenne. On note également que si (Xn)nen est une martingale alors

E(Xm|Zn) = Xn, pour tout 0<n<m.
On note également que cela entraine

E(Xm) = E(Xn) = E(X0).
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Martingale a temps discret

Exemple 1

@ Soit Xj,...,Xn une suite de v.a. i.i.d. tels que E(X;) =0 pour tout /=1 alors leur
somme
Sp=X1+...+Xp, pour tout n=1,

définit une martingale par rapport a la filtration &, =0(Xy,...,Xpn). En effet,

E(Sn+11Fn) =E(Sn+Xp411%n) = Sn + E(Xp41) = Sn.

@ Soit Soit Xj,...,Xp une suite de v.a. positives i.i.d. tels que E(X;) =1 pour tout
i=1 alors leur produit

n
Mn = H X,‘, n=1,
i=1
définit une martingale par rapport a la filtration o(Xq,...,Xpn). En effet,
[E(Mn+1|9n) = [E(Xn+1 Mn‘gn) = Mn[E(Xn+1) = Mp.
© Soit ¢ une v.a. tel que E(|¢|) <oo, le processus My =E(¢|Fn), n=1 qui correspond
a la valeur moyenne de la variable aléatoire ¢ étant donnée I'information collectée

Fn jusqu'a l'instant n=>1, définit une martingale avec

E(Mp+11%Fn) = E(E(¢1Fp+1)1Fn) = E(E1Fn) = M.
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Martingale a temps discret

Definition 3 (Processus prévisible)

Un processus (Hp)pen est Fp-prévisible si

Hp est borné et %, _1-mesurable.

Proposition 1

Soit (Xn)nen un processus adapté et (Hp)nen un processus prévisible alors le
processus définie par

(H.X)OZO, (H.X)n:Hl(X]_fX0)+...+Hn(anXn,1), n=1

est une martingale (resp. une surmartingale) si (Xn)nen est une martingale (resp.
sur-martingale).

preuve:
Il faut montrer que
E[(H.X) 41~ (H.X)nlFa] = 0.

On note que

E[(H-X)n+1 = (H-X)nlFn] =E[Hp11(Xp+1 — Xn)1Fn] = 0.
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Martingale a temps discret

Theoreme 1 (du temps d’arrét optionnel)

Soient (Xn)nen une martingale (rsp. sur-martingale) et T un &%, temps d’arrét. Le
processus (Xnat)nen €St une martingale (resp. une sur-martingale). De plus, si T est
bornée alors

E(Xr) =E(Xp)-

preuve:
On remarque que le processus définie par

est prévisible et que
(Xnat)nen =Xo +(H.X)n

est donc une martingale (si (Xp)nen est une martingale). Comme 7 est bornée alors il
existe N eN tel que 7 < N presque surement. On en déduit que

E(X7) =E(Xzan) =E(Xp).

Theoreme 2 (De convergence des martingales)

Soit (Xn)n=0 une martingale positive alors

X := lim X, existe presque surement.
n—oo
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Le processus de branchement

Il. Le processus de branchement
Le processus de branchement permet de suivre I'évolution d'une population. Soit X
une variable aléatoire de comptage telle que

P(X =0)>0 et E(X) <oco.

X correspond au nombre d'enfants d'un individu. On définit une suite (a deux indices)
de variables aléatoires
()

n,reN

indépendantes et distribuées comme X de sorte que X,("+1) désigne le nombre de

descendants (membre de la génération n+1) de I'individu r (qui appartient a la
génération n). Le processus (Zp)nen définie par

Zo=1, Zpyy =X\ 4o x ()
n

correspond 3 la taille de la génération n+1. On observe (Z,)pen définie une chaine de

Markov puisque conditionnelement a Z,=zp€N, Z,,1 = X:{nJrl) +... +Xz(:+1) est

indépendant de Zy,...,Z,_1.
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Le processus de branchement

La fonction génératrice des probabilités de (Zp)pen Vérifie

Gz,(s) =E(s%") = Gz,_, [Gx(s)], n=1.

preuve:

On a

Gz,(s)

. {[E(sxin)+,..+x§n)_l) 7.
[E{Zﬁl[E(sxlgn)) Z,,_l}
k=1
Zp-1
[E{ [T Gx(s)
k=1
E{Gx(s)%1} = Gz, , [Gx(s)]
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Le processus de branchement

On note
n:=P(Z,=0), n=1,

la probabilité d'extinction a la génération n. On a
n=Gx(mp1), n=1, (1)
et la probabilité d'une éventuelle extinction
n7=P(Z,=0, pour un n=1)

Comme {Z,,_1 =0} c{Z, =0} alors A, ={Z, =0} est une suite croissante d’événements
alors 7 est la plus petite solution (car la suite 7w, est croissante) de |'équation

n=Gx(n), me[0,1]. (2)

Theoreme 3 (Probabilité d'extinction)

o SiE(X)>1 alors m est I'unique solution de I'équation (2) entre 0 et 1 strictement.

o SiE(X)<1alorsm=1

preuve:
La fonction 7 +— Gx(7) est une fonction strictement croissante telle que

Gx(0)=P(X =0)>0 et Gx(1)=1.
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Le processus de branchement

On note que G (1) =E(X) ce qui donne la pente de la tangente en 7=1. On en
déduit que si E(X) =1 alors la pente est plus faible que celle de la fonction 7 — 7 donc
la seule solution de (2) est 7 =1 sinon on peut trouver 7 €]0,1[ solution de (2).

O

Notons pu=E(X)

Proposition 3

Le processus défini par
Mp=2,/u",n=0,

est une martingale.

preuve:
Nous avons

E(Mn11Mn) = E(Zne1 /0™ Z0) = E(Zna1120) /0™ = Zou/u" 1t = M.
O

D'aprés le théoréme de convergence des martingales positives lim M, = M, existe.

o Si =1 alors My, =0 presque siirement. |l s’agit d'une illustration du lemme de
Fatou puisque
0=E(Mso) <limE(Mp) =1.
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Le processus de branchement

o Si u>1, on tente d'identifier la loi de My, en calculant
lim E(e Mn) = E(e"*Meo) 1> 0.

En effet M, — My implique que E(e=*Mn) — E(e=AMn) puis en notant que
e Mn <1 on applique le théoréme de convergence dominée.
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La marche aléatoire sur Z

Il. La marche aléatoire sur Z
La marche aléatoire sur Z est une chaine de Markov (Xp)pen dont I'espace d'état est
Z définie par

Xn=Xp_1+&n nz1.

ou &1,&9,..., sont des variables aléatoires i.i.d. distribuées comme ¢ avec

P(§=1)=petP((=-1)=1-p.

Theoreme 4
La marche aléatoire sur Z est irréductible et
o Récurrente si p=1/2.

@ Transiente sinon.

preuve:
Pour montrer ce résultat, on étudie la distribution du temps Sy de retour 3 0. On a

+00
Po(Sp <o) = 21"3’0(50 =n).
o

On remarque que les trajectoires allant de 0 & 0 sont nécessairement de longueur paire
et
Po(Sp=2n+1)=0, pour n=0,1,....
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La marche aléatoire sur Z

+00
PO(SO < oo) = Zl[PO(SO = 2n).
n=

On a exactement (2nn) trajectoires possibles, celle qui nous intéresse (pour lesquels
So =2n) sont celles qui ne repassent pas par 0 entre I'instant 0 et 2n (On parle
d’excursions). Leur nombre est donné par

1(2n-2
2xCh_1=2x— 3
X Lp-1 Xn(n—l) (3)

Definition 4 (Nombre de Catalan)

Les nombres de Catalan sont définis par

1 (2
C":m(:)’ pour n=0,

et vérifie

n
Cpi1= Y. CkCy_k pour n=1 (4)
k=0
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La marche aléatoire sur Z

Exemple 2 (Mots de Dyck)

Cp correspond aux nombre de mots de 2n lettres comprenant respectivement n A et n
B, tels que lu de gauche a droite le nombre de A demeure supérieur ou égal au nombre
de B. La relation de récurrence (4) s'explique par le fait qu'un mot de Dyck contenant
plus de deux lettres est obtenu par la concaténation de deux mots de Dyck.

Dans le probléme considéré, on s'intéresse aux nombres de mots tels que le nombre de
A (interprétés comme des +1) soit strictement supérieur au nombre de B (interprétés
comme des —1). Alors notre mot commence nécessairement par un A et fini sur un B.
La portion entre ce A et ce B est un mot de Dyck contenant 2n—-2 lettres. On a C,_1
possibilités. Le facteur 2 dans (3) s'explique par la symétrie du probléme puisque I'on
peut considérer les trajectoires dans lesquels les —1 dominent les +1. La probabilité
d’une trajectoire quelconque de longueur 2n contenant n "+1" et n "—1" est donnée
par p"(1-p)”, on en déduit que

|P0(SO <OO)

S ro(So=k)= > 2C,1[p(1-p)]"
k=1 k=1

- 2p(1—p)gcn[p(l—p)l"=2p(1—p)C[p(1—p)], 5)

14/25



La marche aléatoire sur Z

ot C(x) =Y+ Cpx". Or, on a

+00 +00
C(x) = 1+ GCx"=14+x) Cpr1x"
n=1 n=0
+o00 n +00 n
= 1+XZ ZCkCn KX —1+XZ chcn kX
n=0k= k=0n=k

= 1l+x Z Cy Z Cox™k =14+ xC(x)?
k=0  n=0

Par suite, C(x) = ==5=*. En substituant dans (5), on obtient
Po(Sg <o) =1-|1-2p|

On en déduit que si p#1/2 alors Pg(Sp <o) <1 et la chaine est transitoire sinon
Po(Sp <o0) =1 et la chaine est récurrente.
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La marche aléatoire sur Z

Remarque 3 (Divergence lorsque p#1/2)

Dans le cas d'une chaine de Markov (Xn)nen sur un espace ordonné et dénombrable
(comme N ou Z), si la chaine est transitoire alors elle diverge vers co. Par exemple
dans le cas de la chaine aléatoire sur Z, on a par la loi des grands nombre

Xn Xo 1 &
—=—+— — 2p-1.
On en déduit que
—00, si p<1/2,
Xn—14?(0x00), sip=1/2,
+00, si p>1/2.

Dans le cas p=1/2 le processus oscille. Par le théoréme centrale limite, on observe
que pour n trés grand Z, ~N(z,v/n).
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La marche aléatoire sur Z

Proposition 4

Le processus défini par
Mp=Xn—-n(2p-1), n=0,

est une martingale.

preuve:
Soit F,=0(¢;, i <n) la filtration naturelle du processus (Xp)p=0. On a

E(Mp411%n) =E(Xps11Fn) = (2p=1) = Mp +E(¢ i1 = (2p - 1)1Fn) - (2p— 1) = M.
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La marche aléatoire sur Z

Exemple 3 (Le probléme de la ruine du parieur)

Un joueur entre dans un casino avec x$ en poche, il paye 1$ pour participer,
o |l gagne et remporte 2$ avec une probabilité p
o Il perd avec une probabilité g=1-p

sa richesse aprés chaque partie est modélisée par un processus (Xn)nen- On suppose
qu'il rentre chez lui si sa richesse devient nulle ou atteint un niveau a=x. On note
¢(x,a) la probabilité qu'il rentre a la maison ruiné.

Proposition 5

La probabilité de ruine est donnée par

(a/py~(a/p)®
b(xa)=4 1-@/p? = P79
=5 sip=gq.

preuve 1: Analyse a un pas
On note que

¢(a,a) =0 et $(0,a)=1
Soit 0 < x < a, lors de la premiére partie,

o |l perd avec probabilité g et repart avec un niveau de richesse x—1,
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La marche aléatoire sur Z

o |l gagne avec probabilité p et repart avec un niveau de richesse x + 1.

On en déduit que

P(x,a) = pp(x+1,a) + q¢p(x - 1,a) (6)
De plus, comme p+qg=1 alors
¢(x,a) = pp(x,a) + gp(x; a). (7)
L'opération (6)-(7) donne
P(x+1,8)=9(x.3) = 7 [#(x,3) = p(x~1.3)]. ®

Soit
u =p(k+1,a)-p(k,a), k=0,...,a-1

Supposons que p # g, alors en remplacant dans (8) cela donne
k
q 2)
u=—|u_1=...=—| up. 9
K (p k-1 o) o (9)

En sommant (9) pour k allant de 1 & a—1, on obtient

q/p-(a/p)?

~olta)=fo(1.a) -0 LEZIPE g, 5) - P (IE

1= (a/p)? (10)

19/25



La marche aléatoire sur Z

En sommant (9) pour k allant de 1 & x—1, on obtient

q/p—(q/p)*

d(x,a)=p(1,2) =[$(1,2) -1] 1=a/p

(11)
L'insertion de (10) dans (11) donne

(a/p)*-(q/p)?

o(a)= 1-(q/p)?

Dans le cas o p=gq, on a uy =ug =[¢p(1,a)—1], k=1, on applique le méme
raisonnement que précédemment pour trouver que

a—Xx

¢(x,a)= >
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La marche aléatoire sur Z

preuve 2: martingale
La richesse du parieur est donnée par une marche aléatoire (Xp),20, avec Xg = x.
Supposons que p=q=1/2 alors (X;),>1 est une martingale. Les temps aléatoires

19=inf{n=0; X, =0} et 753=inf{n=0; Xp=a}

sont des temps d'arrét et donc 7 =min(zg,75) est aussi un temps d'arrét. On remarque
que ¢(x,a) =P(r =19) =P(X; =0). On applique le théoréme 1, pour trouver que

a—x

x=E(Xg) =E(X7) =aP(X; =a) © P(X; =0) =

Supposons que p # g, on introduit une autre Martingale!

Lemme 1 (martingale de Wald)

Le processus
Mp =exp [s(Xp —x) —nkg(s)], n=0,

est une martingale pour tout s >0, od x¢(s) = log [[E(es‘r)] désigne la fonction
génératrice des cumulants de ¢.

preuve du lemme:
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La marche aléatoire sur Z

Soit Fp=0(&;, i <n) la filtration naturelle du processus (Xp)pen. On a

E(Mp411%n) [E{exp[s(Xn+E,,+1—x)—nKE(s)]}
Elexp (sEp1)]exp[s(Xn ~x) - (n+ 1 (5)]

exp [s(Xn—x) = nkg(s)]

O
On note que I'équation x;(s) =0 est équivalente a

pe°+qge *=1
et a pour solution y =log(q/p). Le processus R, =exp[y(Xn—x)], n=0 est une

martingale d'aprés le lemme 1. On applique le théoréme du temps d'arrét optionel 1
au processus (Rp)ny=0 avec le temps d’arrét 7, ce qui donne

1=E(Rg) =E(R;) = e "*P(R; =0) + " (@ ¥)p(R, =0)

Ce qui équivaut a

e—er _(a/P)*-(a/p)?
1-eva 1-(q/p)?

P(xa)=
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La marche aléatoire sur Z

Exemple 4 (Le probléme de la double dépense dans les transactions validées par
blockchain)

Marie achéte un bien a Julien en I'échange de 10 BTCs.
o Julien attends que la transactions intégre un bloc, voir que plusieurs blocs soient
créés avant d'expédier le bien.
@ Une fois le bien recu, Marie émet un transaction transférant les mémes BTCs vers
un porte-monnaie lui appartenant.

@ Des mineurs malhonnétes travaillent sur une chaine concurrente a la chaine de
bloc principale

— les deux chaines sont identiques a la transaction frauduleuse prét.

o Si la chaine malhonnéte rattrape la chaine principale (en termes de nombre de
bloc) alors la transaction de Marie a Julien est remplacée par la transaction de
Marie a elle-méme.

On modélise par (Xp)nen la différence entre les nombres de blocs dans la chaine
honnéte et malhonnétes a I'instant n, on suppose qu'a chaque instant un bloc est créé,
il rejoint

@ La chaine honnéte avec probabilité p,

@ La chaine malhonnéte avec probabilité g=1-p.
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La marche aléatoire sur Z

On suppose que la chaine honnétes a x blocs d'avance. La probabilité de succés de la
double dépense est donnée par

—P(X, = i )= i —(9)
¢(x) =P (Xn =0, pour un certain nENIXO—x)—ahTOO([)(X,a)— (p) .

Pour plus de détails, on pourra lire le white paper de Satoshi Nakamoto [4]
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La marche aléatoire sur Z

Mes notes se basent sur les documents [5, 2, 1, 3, 6].
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