
EXAMEN FINAL

Calcul Stochastique Appliqué– 2022-2023
Pierre-O Goffard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.

• La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.

• Vous devez justifier vos réponses de manière claire et concise.

• Vous devez écrire de la manière la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse
finale.

• Document autorisé: Une feuille manuscrite recto-verso

Question: 1 2 3 4 Total

Points: 5 3 4 8 20

Score:

1. Soit X “ pXtqtě0 une chaine de Markov en temps continu sur un espace d’état E “ t1, 2, 3u de
générateur

Q “

¨

˝

´2 1 1
2 ´4 2
4 4 ´8

˛

‚

(a) (2 points) Après avoir rappeler la définition de la chaine de Markov sous-jacente pZnqně0

associée à X, donner sa matrice des transitions.

Solution: Soient T1, T2, . . . , les instants de sauts du processus X alors la chaine de
Markov sous-jacente est définie par

Zn “ XTn .

Sa marice des ransitions est données par

P “

¨

˝

0 1{2 1{2
1{2 0 1{2
1{2 1{2 0

˛

‚
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(b) (2 points) Le processus X admet-il une loi stationnaire? Est elle unique? Si oui, donner
cette loi de probabilité.

Solution: Comme l’espace d’état est fini alors il existe une mesure de probabilité sta-
tionnaire. La chaine de Markov est irréductible donc cette loi est unique, notons là π. La
loi stationnaire vérifie πQ “ 0 et

ř

xPE πx “ 1. On résout le sytème pour obtenir

π “
`

4{7 2{7 1{7
˘

(c) (1 point) Expliquer comment simuler une trajectoire du processus X jusqu’à un instant
t ą 0. On pourra écrire un pseudocode pour plus de clarté. On supposera que X0 suit une
loi uniforme discrète sur E.

Solution:

1. Soit T Ð 0, Ð 0, Zr0s „ Uniformpt1, 2, 3uq, et τ r0s Ð 0

2. Tant que T ă t

(a) k Ð k ` 1

(b) Si Zrk ´ 1s “ 1 alors simule τ rks „ Expp1q et Zrks „ Uniformpt2, 3uq

(c) Si Zrk ´ 1s “ 2 alors simule τ rks „ Expp2q et Zrks „ Uniformpt1, 3uq

(d) Si Zrk ´ 1s “ 3 alors simule τ rks „ Expp4q et Zrks „ Uniformpt1, 2uq

(e) T Ð T ` τ rks

3. Xptq Ð
ř

k:τ r0s`...`τ rksăt ZrksIrτk,τk`1qptq

2. Soit pBtqtě0 un mouvement brownien standard. Calculer

(a) (1 point) PpBt ą 0q.

Solution:
PpBt ą 0q “ Pp

Bt
?
t

ą 0q “ ϕp0q “ 1{2

(b) (1 point) Ep|Bt|q.

Solution:

Ep|Bt|q “ Ep´BtIBtď0 `BtIBtě0q “ Ep´BtpIBtď0q ` EpBtIBtě0qq “ 2EpBtIBtą0q “

c

2t

π

(c) (1 point) EpBsB
2
t q pour 0 ă s ă t.

Solution:

EpBsB
2
t q “ ErBspBt ´Bs `Bsq2s

“ ErBspBt ´Bsq2 ` 2B2
s pBt ´Bsq `B3

s s

“ EpB3
s q “ 0
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3. Soit X “ pXtqtě0 un processus de dynamique

dXt “ ´rXtdt` dBt,

tel que X0 “ x.

(a) (2 points) En appliquant la formule d’Ito sur la fonction fpt,Xtq “ ertXt, exprimer Xt en
fonction d’une intégrale de Wiener.

Solution: On applique la formule d’Ito sur la fonction fpt,Xtq “ ertXt. On a

Bf

Bt
“ rertx,

Bf

Bx
“ ert, et

B2f

Bx2
“ 0.

il vient
dpertXtq “

`

rertXt ´ rXte
rt ` 1 ¨ 0

˘

dt` 1 ¨ ertdBt “ ertdBt.

Par intégration entre 0 et t, il vient

ertXt ´ x “

ż t

0
ersdBs

puis

Xt “ xe´rt `

ż t

0
e´rpt´sqdBs.

(b) (2 points) Donner la loi (avec ses paramètres) de Xt.

Solution: Xt „ Normal
`

xe´rt, 1
2r p1 ´ e´2rtq

˘

4. Les mineurs de la blockchain des bitcoins consomment de l’électricité pour ajouter de nouveaux
blocs. Soit c ą 0 le coût de l’électricité dépensée par unité de temps par un mineur qu’on
appelera Sam. Sam découvre des blocs au rythme d’un processus de Poisson pNtqtě0 d’intensité
λ. La richesse de Sam est modélisée par le processus

Xt “ x´ c ¨ t`Nt ¨ b, t ě 0,

où x ą 0 est la richesse initiale et b ą 0 est la récompense pour trouver un nouveau bloc. On
note

τ´
0 “ inftt ě 0 ; Xt ă 0u

le temps de ruine et
ψpxq “ Ppτ´

0 ă 8q,

la probabilité de ruine.

(a) (2 points) Calculer EpXtq et VarpXtq.

Solution: On a
EpXtq “ x´ ct` λb et VarpXtq “ λb2
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(b) (2 points) Soit
Yt “ x´Xt, t ě 0.

le processus Y est il un processus de Lévy? Si oui, donner son exposant de Laplace

κpθq “ logEpeθY1q.

Solution: Le processus Y est un processus de Lévy, en effet

1. Y0 “ 0

2. Yt ´ Ys “ cpt´ sq ´ bpNt ´Nsq est indépendant de Ys

3. Les accroissement sont stationnaires, on a

Yt ´ Ys “ cpt´ sq ´ bpNt ´Nsq “ cpt´ sq ´Nt´s

4. t ÞÑ Ytest càdlàg

Son exposant de Laplace est donnée par

κpθq logEpeθpc´bN1qq “ log
”

ecθEpe´bNtq

ı

“ cθ ` λpe´bθ ´ 1q

(c) (1 point) Que vaut ψpxq si c ą λb?

Solution: ψpxq “ 1, en effet si c ą λb alors Xt Ñ ´8 presque sûrement.

(d) (2 points) Pour quelle valeur θ˚ ą 0, le processus

eθ
˚Yt , t ě 0,

est une martingale. On pourra exprimer cette valeur θ˚ avec la fonction W de Lambert
qui vérifie

W pzqeW pzq “ z, pour tout z P C,

λ, b et c.
Indication: Beaucoup d’équations impliquant des exponentielles peuvent être résolues par
l’utilisation de la fonction W. La stratégie générale est de déplacer toutes les instances de
l’inconnue d’un côté de l’équation et de faire ressembler ce membre de l’équation à xex via
des changements de variables. La fonction W fournit alors des solutions puisque

xex “ y ðñ x “ W pyq.

Solution: Le processus eθ˚Yt est martingale si θ˚ ą 0 est choisi tel que κpθ˚q “ 0 c’est à
dire tel que

cθ ` λpe´bθ ´ 1q “ 0.

On écrit
ebθpcθ ´ λq “ ´λ
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On pose θ̃ “ cθ ´ λ et il vient
eb

θ̃`λ
c θ̃ “ ´λ

On pose θ̂ “ bθ̃
c et il vient

eθ̂θ̂ “ ´λ
b

c
e´bλ

c

On en déduit que

θ̂ “ W

ˆ

´λ
b

c
e´bλ

c

˙

puis

θ̃ “
c

b
W

ˆ

´λ
b

c
e´bλ

c

˙

et
θ˚ “

λ

c
`

1

b
W

ˆ

´λ
b

c
e´bλ

c

˙

(e) (1 point) Supposons que c ă λb, montrer que

ψpxq “ e´θ˚x

Indication: Il faut appliquer le théorème du temps d’arrêt optionnel sur le processus
peθ

˚Ytqtě0 au temps τ´
0 ^ T , pour T ą 0.

Solution: Par application du théorème du temps d’arrêt optionnel au temps τ´
0 ^ T sur

le processus
´

eθ
˚Yt

¯

tě0
, il vient

E
ˆ

e
θ˚Y

T^τ´
0

˙

“ Epeθ
˚Y0q “ 1,

d’une part et

E
ˆ

e
θ˚Y

T^τ´
0

˙

“ E
´

eθ
˚YT ITăτ´

0

¯

` E
ˆ

e
θ˚Y

τ´
0 ITąτ´

0

˙

Ñ eθ
˚xψpxq pour T Ñ 8.

On en déduit que
ψpxq “ e´θ˚x
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FORMULAIRE

Nom abbrev. Loi EpXq VarpXq E
`

etX
˘

Binomial Binpn, pq
`

n
k

˘

pkp1 ´ pq
n´k np npp1 ´ pq rp1 ´ pq ` petsn

Poisson Poispλq e´λ λ
k

k!
λ λ exppλpet ´ 1qq

Geometric Geomppq p1 ´ pq
k´1p

1

p

1 ´ p

p2
pet

1´p1´pqet
pour t ă ´ lnp1 ´ pq

Uniform Unifpa, bq

$

&

%

1

b ´ a
a ď t ď b

0 sinon

a ` b

2

pb ´ aq
2

12
etb´eta

tpb´aq

Exponential Exppλq

#

λe´λt t ě 0

0 t ă 0

1

λ

1

λ2
λ

λ´t
pour t ă λ

Normal Npµ, σ2
q

ˆ

1
?
2πσ2

˙

exp

ˆ

´pt ´ µq
2

2σ2

˙

µ σ2 eµteσ
2t2{2
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