ENTRAINEMENT EXAMEN

Calcul stochastique M1 DUAS—- Semestre 2
P.-O. Goffard

1. Soit S = (Sy)n>0 un processus défini par
n
So=0, et Sy =Y & n>1,
i=1
ot (&)i>1 ets une suite de v.a. i.i.d. telles que
P =-1)=P& =1)=1/2.

Soit F,, = (&, < n), la filtration du processus S.

(a) Montrer que S est une F,—martingale.

(b) Montrer que
Yn=S,%—n, n>1.

est une J, —martingale.

(c) Soient a,b € N tels que a,b > 0, on définit
S =if{n>0;S,=a}, 7, =inf{n>0;8,=-b}, et =77 AT, .

Montrer que 7,1, 7, et 7 sont des temps d’arréts.




(d) Calculer la probabilité
P(r =T1,).

Indication: Il faut utiliser le théoréme de temps d’arrét.

(e) Calculer E(7).
Indication: Il faut utiliser le théoréme de temps d’arrét et le processus Y.

2. Soit Y ~ Normal(0, 1), le processus

X, = V1Y,

est-il un mouvement brownien standard?
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3. Soit B = (B¢)t>0 un mouvement brownien et (F3)¢>0 sa filtration.
(a) Le processus

1
X = —=Bg, t >0 pour a >0,

Ja

est 1l un mouvement brownien?

(b) Calculer E(X7| X5, X3).

(c) Calculer E(X7X5X3)

(d) Montrer que
Mt = exp()\Xt - —t), t 2 0.

est une martingale.
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