TD 2: PROCESSUS EN TEMPS CONTINU ET MARTINGALE

Calcul stochastique M1 DUAS- Semestre 2
P.-O. Goffard

1. (a) (2 points) Soit (N¢)¢>o un processus de Poisson d’intensité . Le processus

Xp=Nn, n>0

définit-il une chaine de Markov? Justifier votre réponse, s'il s’avére que (X, ),>0 est une chaine de
Markov alors on donnera sa matrice des transition et son espace d’état.

(b) (2 points) Soit le processus

M, =U; +...+ U,
ot Uy, ..., Uy, sont iid de loi normale Normal(u, 0?) et indépendants de (Ny);>o. Montrer que

= (51> 0) - 5




2. Soit (M;);>0 une martingale telle que E(M7) < oo pour tout 0 < s < ¢.

(a) Montrer que
E [(M; — M,)*] = E(M?) - E(M?)
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(b) En déduire que t — ¢(t) = E(M?) est croissante.

a
3. Soit (M;);>0 une martingale continue telle que My = a et lim M; = 0. Montrer que supM; ~ —, ou

t— o0 t>0 U’
U ~ Unif([0,1]).

Indication: Quel est le lien entre supM; et
>0

7, =inf{t > 0; M; >y}, pour y > a.

4. Les longueurs de deux branches concurrentes de la blockchain sont modélisées par deux processus de
Poisson (IV;)i>0 et (My)i>0 indépendants, d’intensité respectives A et p. On se place dans le scénario
d’une attaque par double dépense et on suppose que la branche malhonnéte est celle dont la longueur
est modélisée par M. Les mineurs malhonnétes ne détiennent pas la majorité des ressources de calculs
ce qui se traduit par p < A. La branche honnéte posséde z > 0 bloc d’avance sur la chaine malhonnéte.
La double dépense se produit si la chaine malhonnéte rattrape la chaine honnéte, c’est a dire & 'instant
aléatoire

Tz =1nf{t20 ; Z+Nt—Mt=0}-
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On définit la probabilité d’une double dépense par
o(z) =P(1, < 00).
On définit le processus Y; = My — Ny, t > 0.

(a) Y est-il un processus de Lévy?

(b) Que vaut lim Y;?
t—o00

(¢) Donner 'exposant de Laplace
r(0) = log E(e?Y).

de Y.

(d) Montrer que .
= (4.

Indication: Il faut trouver 6* > 0 tel que et soit une martingale puis appliquer le théoréme du
temps d’arrét optimal.
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