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Chapter 1

Marche aléatoire et Martingale a

temps discret

Ce cours propose une introduction au calcul stochastique avec pour application principale
la modelisation des marchés financiers et la gestion des risque en assurance. L'objet d’étude

principale sont les processus stochastiques.

Definition 1. Soit (QQ, F,IP) un espace probabilisé. Une suite (X;);> de variable aléatoires (v.a.) sur

Q) est un processus stochastique.

* SineNalors (X,,),>0 est un processus stochastique a temps discret. Par exemple une chaine de

Markov.

* sit € R, alors (X;);»0 est un processus stochastique d temps continu. Par exemple le processus

de Poisson.

1.1 Le probleme de ruine du parieur

Un joueur entre dans un casino pour jouer a la roulette. Nous supposons que notre parieur
dispose de x € IN jetons. Pour faire une partie, le joueur mise 1 jetons. Il gagne 1 jetons (et
récupére sa mise) avec une probabilité p € (0,1) et perd sa mise avec probabilité g =1 —p.
1.1.1 La marche aléatoire sur Z

Soit (Z,,),en 1le nombre de jetons de notre parieur apres n parties. On a Zy =z > 0. A chaque

instant k € IN une partie est jouée,
¢ la partie est gagnée avec probabilité p € (0,1) et la réserve de jeton augment de 1

* la partie est perdue avec probabilité g = 1 — p et la réserve diminue de 1



Soit (Q), F,IP) un espace probabilisé. On définit une suite (&,),>¢ i.i.d. de variables aléatoires
(v.a.) de loi

Pé=1)=p,etP(E=-1)=1-p.

On en déduit que
n
Zy=z+) &
k=1

Le processus Z,, est un processus a temps discret et a valeur dans Z appelé marche ou promenade
aléatoire. Le parieur décide de s’arréter de jouer si sa réserve de jetons atteint le niveau a ou s’il

est a cours de jeton. On définit les instants aléatoires
To=inf{n>0;7Z,=0}, ett,=inf{n>0; Z, = a}. (1.1)
Nous souhaitons calculer la probabilité que le parieur rentre chez lui ruiné, c’est a dire
¢(z,a) =P(1g < 1,|Zy = 2). (1.2)

Une visualisation du probléme de premiére excursion est donné sur la Figure 1.1.
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Figure 1.1: Illustration du probléme de premier passage sous-jacent a la double dépense.

Le processus Z est une chaine de Markov.

1.1.2 Filtration, chaine de Markov et temps d’arrét
Soit (2, F,P) un espace probabilisé sur lequel on définit un processus X := (X},);>0-

Definition 2. Une filtration (F,),>q est une suite de sous-tribu de F, croissante pour l'inclusion au
sens ou

Fr CFy, pour k <n.

F, correspond a l'information disponible au temps n. C’est aussi I'information nécessaire

pour tracer la trajectoire du processus jusqu’a 'instant n.

Definition 3. Le processus X est F,-adapté si X,, est mesurable par rapport F,,. La suite
Fi=0(Xy,....X,), nelN,

est la filtration naturelle du processus X.



Example 1. La marche aléatoire Z,, est adaptée a la filtration
Fo=0(& k<n).
Soit un processus X :=(X,,),>0 adapté a la filtration (F,),s¢ a valeur dans l’espace d’état E.

Definition 4. Le processus X sur un espace d’état E vérifie la propriété de Markov simple si pour

toute fonction mesurable g : E — R,

IE[g(XnH )l}—n] = IE[g(XrH—l )|Xn]

Example 2. Un processus X sur un espace d’état E est une chaine de Markov s’il vérifie la propriété

suivante
2
P(X,41 = %1 1X = %0, Xg = x0) = P(X,, = x,|X;_1 = x,_1), pour tout (xg,...,%,.1) € E"".

Les chaines de Markov vérifie la propriété de Markov simple, en prenant g =1L,(-) pour y € E. Le

processus X est une chaine de Markov homogene (CMH) si
P(X,,1 = x|X,, = x) = P(X; = x|X( = x) pour tout n € N et (x,y) € E.

Une CMH est caractérisée par son espace d’état, sa loi initiale

et ses probabilités de transitions notées
p(x,v) = P(X,,1 = v|X, = x), pour tout n >0 et (x,y) € E.

Lorsque Uespace d’état E est fini, la loi initiale et les probabilités de transition forment respectivement

est un vecteur et une matrice indicés sur E avec

= (p(x))xek, et P =(p(x,9))xy)eE-

Proposition 1. Soit (X,),en une chaine de Markov homogene de loi initiale p et de matrice de

transition P. On a
P(Xo = x0, X1 = x1,..., Xy, = 1) = p(x0)p(x0, X1) - P(Xp—1, Xp)-
En particulier, on a (sous réserve que IP(Xg = xg) > 0),
P(X,, = x,Xo = x0) = P"(x0, x,),
ott P"(xg, x,,) est le terme générale de la matrice P", et
P(X,, = x,) = pP" (., xy),

oul p est un vecteur ligne donnant les probabilités de la loi initiale et P"( . ,x,,) est le vecteur colonne

de la matrice P"* donnant les probabilité de transition vers I'état x,,.



Proof. On conditionne en cascade avec

P(Xo = x0,..., Xp-1 = xp-1, Xy = Xy)

P(X, = x| X1 = X1, X1 = x1, Xo = X0)
P(Xy-1 = Xy-1.., X1 =x1, X0 = x9)

P(X;, = x,|Xp-1 = x,1)

P(Xy1 =xp-1-.., X1 = x1, X0 = X0)

P(Xp-1,%4)P(X;1 = X1 ..., X1 = x1, X = X¢)

P(Xo = x0)p(x0,X1)--- p(Xy-1,%y)

w(xo)p(x0,X1) .. p(Xp-1,%y)-

En ce qui concerne la seconde assertion, on conditionne par rapport a tout les chemins possibles

menant de x, a x,, en n étapes,

1P(Xn = X”|X0 = xO) = Z

(X1 e Xp—1 )EE"il

(Xl yeerXp—1 )EE”il
n
p (XO; xn)-

IP(XH =X, X1 = X1, X1 =X |X0 = xO)

p(xOle)-"p(xn—lzxn)

Pour la derniére assertion, on conditionne par rapport aux valeurs possibles de 1’état initial

P(X,y=x,) = ) TP(X,=x,/Xp = x0)IP(Xo = %)

X()EE

xg€E

Y plxo)P" (0, %)

P (., xy)

O

Proposition 2. Soit (&,,),>1 une suite de v.a. i.i.d. et indépendante de la v.a. X d valeur dans G. Le

processus

Xy = F(Xn—lfgn)’ nxl,

pour toute fonction mesurable F : E x G + E est une CMH.

Proof. Soit n € N et xg,...,x,41 € E. Posons A, = {Xy = x¢,...,X,, = x,}, alors on a

P(Xpi1 = x441l44)

P[F(X,, Enr1)) = Xps11A4]
P[F(xy, Ens1)) = Xps11An]
P[F(xp, Ens1)) = Xns]

IP[F(xn: &)= xn+1]'



Le processus (X,,),en est une chaine de Markov homogéne de matrice de transition

p(x,9) =P(F(x,&) =), ¥(x,p) € E>.

Example 3. On observe que la marche aléatoire Z vérifie
Zy=Zp 1 +Ep n> 1.
Il s’agit bien d’'une CMH dont les probabilités de transitions sont données par

p siy=x+1,
p(x,y) = l-p siy=x-1,

0 sinon.

Definition 5. Une variable aléatoire T: Q) +— IN, = IN, U {+co} est un temps d’arrét pour le processus
X et sa filtration (F,),>0 Si

{t <n}eF, pour tout n>1.

Example 4. Le temps de ruine ty = inf{n > 0 ; Z,, = 0} est un temps d’arrét du processus Z. En effet,

on peut écrire
n-1

1o =n)=()1Z #0102, =0}
k=1

Definition 6. Un processus X vérifie la propriété de Markov forte si pour t un temps d’arrét et

g : E — R mesurable, on a

IE[g(XT+n)|—7:T] = IE[g(Xﬂ—n)er]-

Une CMH X vérifie la propriété de Markov forte. En fait, pour temps d’arrét fini presque
surement, la chaine de Markov X = (X,,;¢),s0 a les mémes caractéristiques que X. C’est a dire

méme espace d’état et probabilités de transition, seule la loi initiale différe avec
fix) =P(Xg = x) = P(X; = x).

La propriété de Markov forte permet ’étude de temps tel que 7y. L'application de cette pro-
priété au temps v = 1 (les constantes sont des temps d’arrét) est I’analyse a un pas qui permet

notamment de démontrer le résultat suivant:

Theorem 1.
@pr-tap) i,
onay=] e TP (1.3)
X ifp=4.
Proof. Par la loi des probabilités totales, on a
¢(z,a) =pPp(z+1,a)+(1-p)Pp(z—-1,a), z> 1. (1.4)



Nous avons également les conditions Imites suivantes
¢(0,a) =1 and ¢(a,a) = 0. (1.5)

L’équation (1.4) définie une suite récurrente linéaire d’ordre 2! associé & 1’équation caractéris-
tique

px’—x+1-p=0. (1.6)

1. Supposons que p =1 —p =1/2 alors (1.6) a une unique solution r = 1. Les suites définies
par (1.4) sont données par
¢(z,a) = A+ Bz.
L’'utilisation des conditions limites (1.5) conduit a

a—2z

(P(Z, a) =

a

comme annonceé.

2. Supposons que p =g =1 —p alors (1.6) a deux solutions réelles

1-
rn=1, andrzz—p.

Les suites définies par (1.4) sont de la forme
1-p :
¢(Z, a) =A+8B T R

ou A et B sont des constantes. Les conditions limites (1.5), implique que

(a/p)*—(q/p)"

P8 = T )

comme annoncé.

O

Remark 1. Sur le comportement asymptotique de Z en fonction de la valeur de p. On a par la loi des

grands nombres

On en déduit que
—0o0, sip<1/2,
Zy—>{2(0xo0), sip=1/2,
+00, sip>1/2.

Dans le cas p = 1/2 le processus oscille. Par le théoréme centrale limite, on observe que pour n tres

grand Z,, ~ Normal(z, \/n). Le Theorem 1 avec a — oo nous indique que

1,sip<1/2,
$(z,00) =P(1g < 00) = (1.7)

(q/p)?, sip> 3.

IPour rappel https://www.bibmath.net/formulaire/index.php?action=affiche&quoi=suitereclin.


https://www.bibmath.net/formulaire/index.php?action=affiche&quoi=suitereclin

Dans le cas p = 1/2, on montre que I’état 0 est récurrent. Cette notion est abordée en annexe, voir
Pannexe 1.6. le résultat (1.7) est prouvé en td et une application a I'étude du probléme de la double

dépense dans le contexte d’une blockchain est évoqué dans 'annexe 1.5
I1 est aussi possible de donner la loi de probabilité de 7 via le résultat suivant.
Theorem 2. Si z =0 alors 1y = 0 p.s.. Si z> 0 alors la loi de T\ est donnée par
P,(1g=n)= g( )p("_z)/z(l —p)" 2 sin >z et n—z est pair,
et 0 sinon.

Proof. Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemma 1.

P.(to = 1) = ~IP,(Z, = 0). (1.8)

Proof. Siz =0 alors 7y = 0 p.s. et les deux membres (1.8) sont égaux a 0. Supposons que z > 1,
nous avons IP,(7g =n) =0 et IP,(Z,, = 0) = 0 lorsque n < z et n —z est impair. On raisonne par

récurrence sur n > 1, quand n = 1 nous avons

P,(tp=1)=0= %]I’Z(Zl =0), pour z> 1,

et

1
Pi(trp=1)=¢g= TlPl(Zl =0), pourz=1.

La propiété est vérifiée pour n = 1. Supposons qu’elle soit vérifiée au rang n > 1. En vertu de la

loi des probabilités totales, nous avons

Prg=n+1) = ) Pirg=n+1l& =y)PE =)
e{-1,1}

y
Z II)z+]/(TO =n)P(& =y)
ye{-1.1}
z+
Y TP (2, = 0P =)
ye{_lrl}

Pour la deuxieme égalité, nous avons eu recours a la propriété de Markov forte. Nous "détricot-

tons" la loi des probabilités totales pour obtenir

z+
Puto=n+1) = ) T EP.(Z,=OP(E =)
ye{-1,1}
zZ+
= ) EEPZun = 0la = P(E =) (1.9)
ye{-1,1}

zZ+
= Z TyIPZ(él =9|Zs1 = 0)P(Z,41 = 0)
yel{-1,1}

e R A (1.10)

Le passage a (1.9) s’explique par I’égalité suivante:
(ZulZo =z+y]=[Z4111Z0 = 2,& =y] P - p.s..

10



Comme les &; sont i.i.d. alors il vient
Ez(éllznﬂ = 0) = IEZ(‘£1'|ZH+1 =0),i=1,...,n+1,

et par suite
n+l

1 -z
Eo(&1|Zn =0)= —= ) Eo(&lZu1 =0)=
i=1

n+1

En injectant I’expression ci-dessus dans (1.10), il vient

]PZ(TO :n+1):

a1 P,(Zy41 =0).

Pour compléter la preuve, on remarque simplement que

n —

11 s’agit de la probabilité d’occurence d’une trajectoire de (Z,)),>90 commengant au niveau Z; = z

finissant au niveau 0 comprenant (n —z)/2 sauts vers le haut et (n + z)/2 sauts vers le bas. O

1.1.3 Loiinvariante, récurrence et loi stationnaire
Soit (X,,),enw une chaine de Markov homogeéne d’espace d’état E.

Definition 7 (Irréductibilité). La chaine de Markov (X,,),eN est irréductible si pour tout (x,v) € E?,
il existe n € IN tel que

P"(x,y) =P(X,, = y|Xo = x) > 0.
Example 5. La marche aléatoire sur Z est irréductible. En effet, pour n =[x —y|, on a
pP, siy>x,
P(X, = y|Xo = x) =
q*, sinon.

Definition 8 (Loi invariante). Soit y une loi de probabilité sur E. y est une loi invariante si

wy) = Zﬂ(x)p(x,y),

X€E
soit matriciellement
= pP.
Definition 9 (Loi réversible). Soit A une loi de probabilité sur E. A est une mesure reversible si

Ax)p(x,v) = AMv)p(y,x), pour tout x,y € E.

Proposition 3.

A reversible = A invariante.

11



Proof. On a
Y Awpny) =) A@pE.x) =A@)

xeE xeE

O

Example 6 (Modele d’urne d’Erhenfest). Dans deux urnes A et B se trouvent N boules numérotées
de 1 d N. Le processus (X,,),en correspond au nombre de boules présente dans 'urne A. On suppose

qu’initialement toutes les boules sont dans 'urne A (soit Xy = N). A chaque pas de temps
1. On tire un numéro i au hasard dans {1,...,n}
2. La boule portant le numeéro i change d’urne
Le processus (X,,) e est une CMH d’espace d’état E = {0,..., N} de probabilité de transition

N-x
N '

siy=x+1,etx=0,...,N-1,
p(x,y) = o siy=x—1,etx=1,...,N,

0 sinon.

Une loi A est réversible si et seulement si elle vérifie

N-x x+1

N /\(x+l)T,x:O,...,N—l et Z/\(x)zl.

x€E

Ax)

On remarque alors que A(x) = (I)\C])Z_N convient.

Soit x € E, on notera la probabilité et 'espérance conditionnelle de X, sachant X, = x de la

fagon suivante
P(X, =X =x) =Py(X;, =),y € E, et E(X;|Xg = x) = Ex(X,,).

Soit X :=(X,,),eny une CMH sur E. On note

R,=inf{n>1; X, =x}
le temps de retour a 1’état x (en supposant que Xy = x).
Definition 10 (Etat récurrent/transitoire). Un état x € E est

1. récurrent si

P, (R, <o) =1,

o récurrent positif si E (Ry) < oo

o récurrent nul si [E,(Ry) = o0

2. est transitoire

P, (R, =00)>0
Un état est transitoire lorsqu’il n’est pas récurrent.

12



Si (X,,)n>0 est une CMH irréductible alors les états sont tous soit récurrents soit transitoires.
Theorem 3. La marche aléatoire sur Z est irréductible et

* Récurrente sip =1/2.

e transitoire sinon.

Proof. Pour montrer ce résultat, on étudie la distribution du temps R, de retour a 0. On a

IP()(RO < OO) = ZIPO(RO = 7’1).

n=1

On remarque que les trajectoires allant de 0 a 0 sont nécessairement de longueur paire et
Py(Rg=2n+1)=0, pourn=0,1,....

et

+00
Po(Ry < c0) = ZIPO(RO = 2n).
n=1

2n

On a exactement (°

) trajectoires possibles, celle qui nous intéresse (pour lesquels Ry = 2n) sont

celles qui ne repassent pas par 0 entre I'instant 0 et 21 (On parle d’excursions). Leur nombre est

donné par
1(2n-2
2><c,,_1=2><—( " ) (1.11)
n\n-1
Definition 11 (Nombre de Catalan). Les nombres de Catalan sont définis par
1 (2n
C,= n+1( B ), pour n>0,
et vérifie
n
Cus1 = chcn—k pour n>1 (1.12)
k=0

Example 7 (Mots de Dyck). C,, correspond aux nombre de mots de 2n lettres comprenant respective-
ment n A et n B, tels que lu de gauche a droite le nombre de A demeure supérieur ou égal au nombre
de B. La relation de récurrence (1.12) s’explique par le fait qu’un mot de Dyck contenant plus de deux

lettres est obtenu par la concaténation de deux mots de Dyck.

Dans le probléeme considéré, on s’intéresse aux nombres de mots tels que le nombre de A
(interprétés comme des +1) soit strictement supérieur au nombre de B (interprétés comme des
—1). Alors notre mot commence nécessairement par un A et fini sur un B. La portion entre ce A
et ce B est un mot de Dyck contenant 2n — 2 lettres. On a C,_; possibilités. Le facteur 2 dans
(1.11) s’explique par la symétrie du probleme puisque 'on peut considérer les trajectoires dans
lesquels les —1 dominent les +1. La probabilité d’une trajectoire quelconque de longueur 2n

contenant n "+1" et n "—1" est donnée par p”(1 —p)", on en déduit que

Po(Ry<oo) = ) Po(Ry=n)=) 2C,[p(1-p)]"
n=1 n=1
= 2P(1—p)ZCn[p(1—p)]”=2p(1—p)C[p(1—p)], (1.13)
n=0

13



ouC(x)=Y 5 Cyx". Or,ona

+0o +00
C(x) = 1+ ZCnx” =1 +xZCn+1x”
n=1 n=0

+oo 1 too n
= 1 +XZZCkCn_kxn =1 +XZZCkCn_kxn
n=0 n=0 n=0 n=k

+00 n
=1 +xZCk ZCnx"*k =1+xC(x)?
n=0 n=0

Par suite, C(x) = 1= ‘21x_4x. En substituant dans (1.13), on obtient

IP()(R()<OO): 1—|1—2p|

On en déduit que si p = 1/2 alors Py(R < o0) < 1 et la chaine est transitoire sinon Pg(Ry < c0) =1

et la chaine est récurrente. O
Remark 2. La marche aléatoire Z telle que p = 1/2 est récurrente nulle. On rappelle que

1(2n-2
P(Ry = 21) = Z( n”_ X )4”.

Par la formule de Stirling, il vient I'équivalent

(2n - 2) (2n-2)! 471

n—-1 (n—1)! N\/T(n
puis
032
P(Ry =2n)~ lorsque n — co.

On en déduit que

Eo(Ro) = ZanP(RO =2n) = oo,

n=1

donc la marche aléatoire est récurrente nulle.

Definition 12. La période d'un état x € E est définie par
d(x) =pged{n>1; P(X, = x|Xo = x) > 0}.

Si d(x) = 1 alors x est apériodique. Si (X,,), € N est irréductible alors tous les états ont la méme

période.

Theorem 4. Si (X,,),cn est irréductible, récurrente positive et apériodique alors la chaine se stabilise
au sens ou

P.(X,=y) — m(y), pour tout x € E.

n—oo

La loi 1t est unique et coincide avec la loi invariante.

Remark 3. Sil’espace d’état E est fini, et que la chaine X est irréductible, alors tous les états sont
récurrents positifs. Il existe une unique mesure invariante qui est aussi la mesure stationnaire. Je
vous invite a vérifier cela en python sur Uexemple de 'urne d’Erhenfest. Voir ehrenfest. ipynb sur

moodle.

14



1.2 Une marche aléatoire plus générale et le modele de ruine a
temps discret

On peut généraliser le processus Z étudier précédemment.

1.2.1 Deéfinition
Soit X :=(X,,),;>0 le processus défini par
Xo=x et X, =X, 1 +&, n>1, (1.14)

ol (&,,),>0 est une suite de v.a. i.i.d. sur R. Le processus X est a temps discret et a valeur dans R.
Example 8. Soit une compagnie d’assurance non-vie,

e detenant un capital initial x > 0,

e récupérant ¢ > 0 sur chaque période d’exercice au titre des primes,

o indemnisant U, variable aléatoire positive, d ses assurés sur chaque période d’exercice.

Soit (X,,) >0 la valeur de la réserve financiére d la fin de chaque période d’exercice. On a

n
XO:xetXn:x+cxn—ZUn, n=1273,...
k=1

ou Uy, Uy,... sont des v.a. i.i.d. positives distribuées comme U. On s’intéresse a la probabilité de ruine
avant T définie par

P(x,T) =P, (X, <0, pour un certain n < T).
* Calibrer c = tarification, typiquement
c=EU)(1+n)
avec un chargement de sécurité 1 > 0.
* Calibrer x = provisionnement. Choisir x grand permet d’éviter une ruine d court terme.
On retombe sur le processus (1.14) en prenant
E=c-U.
Le calcul de la probabilité de ruine s’effectue en utilisant la propriété de Martingale de la

marche aléatoire.

1.2.2 Martingale a temps discret

Definition 13. Un processus (X,,),>o est une martingale pour une filtration F,, si

(i) X, est F,-adapté,

15



(ii) E(|X,|) < 0o pour n >0,
(ii1) B(X,11|%) = X,
Definition 14. Le processus X est une sur-martingale (resp. sous-martingale) si
E(X,;1|F,) < (resp. >)X,,, pour tout n € IN.
On désignera par le terme S-martingale une sous ou sur martingale

Remark 4. Une sur-martingale décroit en moyenne tandis qu’une sous-martingale croit en moyenne.

On note également que si (X,),eN est une martingale alors
E(X,,|F,) = X,,, pour tout 0 <n < m.
En effet, on note que
E(Xo|F3) = B(B(X | Fon1)1 ) = B(Xpy—1 1) = .., (X[ ) = X,
On note également que cela entraine
E(X,) = B(X,,) = E(X).

Example 9. 1. Soit Xy,...,X,, une suite de v.a. i.i.d. intégrables tels que IE(X;) = 0 pour tout i > 1
alors leur somme

Sp=X1+...+X,, pour tout n > 1,

définit une martingale par rapport a la filtration F, = 0(Xy,...,X,). En effet,

n
Z|XZ-|

i=1

E(|S,|) < E <n-E(X]) < oo.

et

IE(STH-lI‘E’l) = IE(Sn + Xn+1|-7:n) =S, + IE()(n+1) =S,

2. Soit X4,...,X,, une suite de v.a. positives i.i.d. et intégrables telles que IE(X;) = 1 pour tout i > 1

alors leur produit

n
M, = ]_[Xi, n>1,
i=1
définit une martingale par rapport a la filtration o(Xy,...,X,). En effet,
n
E(IM,)) = [ E(XiD) = E(X))" <,
i=1

et

]E(MHH |]:n) = IE(XnJranl]:;z) = Mn]E(XnH) =M,.

3. Soit & une v.a. tel que IE(|€]) < oo, le processus M,, = IE(&|F,), n > 1 qui correspond a la valeur
moyenne de la variable aléatoire & étant donnée 'information collectée F, jusqu’a I'instant

n > 1, définit une martingale. En effet,

E(IM,]) = E(E(E|F)I) < E(E(|£]1F) = E(E),

16



et

E(My117,) = B(E(E|Fp)lF) = B(EIF,) = My,

Il s’agit d’une propriété de l'espérance conditionnelle. Pour Z F,-mesurable et bornée, on a d’une

part

E(E(¢|F41)Z) = B(E(ZE|Fi)) = E(EZ)

et d’autre part
E(E(E|F11)Z) = E(E(ZE(E]|Fpi1) 1)) = E(ZE(E(E]Fpi1) 7))

On en déduit que IE(ZEE(E(E|Fp41) ) = E(EZ) or E(E|F,) est la seule v.a. F,, mesurable telle
que

E(Z&) = E(ZE(E| 7).
Definition 15. Un processus (H,,),eN est JF,-prévisible si
H,, est borné et F,,_;-mesurable.

Proposition 4. Soit (X,,),en Un processus adapté et (H,,),en un processus prévisible alors le processus
définie par
(HX)O = O, (HX),,, = Hl (Xl —Xo) +... +HH(X1’I _anl)’ n>1

est une martingale (resp. une surmartingale) si (X,,) e est une martingale (resp. sur-martingale).

Proof. 1l faut montrer que

E[(H.X)1 = (H.X),| ] = 0.

On note que

]E[(H-X)n+1 - (HX)nl}—n] = ]E[Hn+1(Xn+1 _Xn)l}—n] =0.

Remark 5. 1. Le processus H.X est aussi appelée intégrale stochastique discréte et on écrit
n n

(H-X)y =) Hp(Xp—Xp1) = J HidXy.

k=1 1

C’est un outil pratique pour les démonstrations.

Theorem 5 (du temps d’arrét optionnel). Soient (X,,),cn une martingale (rsp. sur-martingale) et T
un F, temps d’arrét. Le processus (X, s )neN €St une martingale (resp. une sur-martingale). De plus,
si T est bornée alors

E(X+) = E(Xo).

17



Proof. On remarque que le processus définie par
H, =Ty, =1-Tq
est prévisible et que
(Xpat)neN = Xo + (H.X), (on peut le montrer par récurrence)

est donc une martingale (si (X,),en est une martingale). Comme 7 est bornée alors il existe

N €N tel que T < N presque surement. On en déduit que
E(X7) = E(Xcan) = E(Xo)-
O

Remark 6. Lorsqu’on ne sait pas si T est borné ou qu’il n’est tout simplement pas bornée. L'astuce
consiste a considéré le temps d’arrét T A n puis a faire tendre n vers l'infini. Cela fonctionne lorsque le

processus X tend vers 0 asymptotiquement.

Le résultat précédent s’étend a des temps d’arrét quelconques sous réserve d’ajouter une
hypothése d’uniforme intégrabilité. On peut aussi démontrer 'existence de limite pour les
processus martingales. Ces résultats sont résumés en annexe, voir Section 1.6. Pour un exposé
exhaustif sur les martingales en temps discret, le lecteur peut se référer aux note de cours de
Le Gall [2006, Chapitre 13] 2, a l'ouvrage de Laleuf [2014, Chapitre 4] et pour les anglophones &
l'ouvrage de Williams [1991].

1.2.3 Probabilité de ruine dans le modele de risque a temps discret
La richesse d’une compagnie d’assurance est modélisée par la marche aléatoire X, défini par
Xo=x X, =X,1+&, n>1,
ou les & sonti.id. et , =0(&y,...,&,). Nous avons besoin de définir la martingale de Wald.
Proposition 5. Le processus
M, =exp(6X, —n«(0)), pourn>1,
pour 6 € R tel que x(0) = logE(e%%) < oo est une F,-martingale.
Proof. On a

E(M,) = E(M,)

= eex<oo

2h‘r’(ps ://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~jean-francois.le-gall/IPPA2.pdf

18


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~jean-francois.le-gall/IPPA2.pdf

et

E(M,;11%) E[efXu1 =1+ DrO) £ |

e—(n+1)K(6)IE[e9X,,+95n+1 | 5]
e_(71+1)K(G)eexnlE[ee‘SnH |Jl’:,'1]
e—(n+1)K(6)eGX,,IE[e9<§n+l ]

ef(n+1)1<(9)e6Xne1<(9)

= M,

Soit

To=inf{n >0; X,, <0}
On souhaite calculer la probabilité de ruine a horizon de temps infini (T = co0) définie par
P(x) = P(x,00) = IP(7g < 00).
Supposons que E(&) > 0 alors nous avons le résultat suivant
Proposition 6. Supposons qu’il existe 0 > 0 tel que
log]E(e_eg) =0,

alors
—-0"x

P(x) = P(x, 0)

B ]E[ee*d(x)lro < oo]’

o1t d(x) = =X, est le déficit a la ruine.

Proof. On définit le processus

Yn:x_Xn; 1120

Il s’agit également d’une marche aléatoire qui démarre a 0 et dont les sauts sont distribués
comme —&. Le processus

eQY,,—nK(Q)’ n>0,

avec x(0) = log[E(e~9¢) est une martingale. Au vu de la définition de 6, le processus (9 Yn),50

est une martingale. Comme [E(-&) < 0 alors Y,, — —co. On remarque que
Tp=inf{n >0; X, <0}=inf{n>0;Y, >x}

On applique le théoréme du temps d’arrét optionel au temps 7y A n = min(zy, n) pour n >0 au

processus (€9 ¥r),5. 1l vient

1 =E(?Y0) = B(e? Yrorn) = (" Y0, o,y + € V1, 5)

En laissant n — oo, il vient

]P(TO < OO) =

E[e % |7y < 00]
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1.3 Introduction aux mathématiques financieres

Le contenu de ce chapitre s’inspire des notes de cours de Tankov and Touzi [2010].

1.3.1 Le modeéle binomial

3 au cours du temps, par exemple

Soit (S,),en le prix d’un actif financier
* une action, titre de propriété partiel d’une entreprise (action d’entreprise du CAC40)
* une obligation (bond du trésors américain)

* une commodité (l'or, le pétrole, ...)

L’actif dit risqué a une valeur initiale Sy = s, et sa valeur a n = 1 est donnée par une variable

aléatoire S; définie sur un espace probabilisé (QQ, F,P), tel que

S1(wy) = us,
Q=(w,,wg), 0<P({w,})=p<1,et

Sl(wd) = dS,

avec s,u,d > 0 et u >d. L’évolution de l'actif risqué peut étre représenté a l'aide d’un arbre, c.f.

Figure 1.2. (S;)u>0 est une CMH sur E = {uidjs}i,jem. Il y a également sur le marché un actif

su

/ (1~p) y
\

/\"*

pu P

\

(1~p)2

;

sd?

Figure 1.2: Evolution de l'actif risqué

sans risque (S9),50 tel que 88 =1let
S (wy) = SP(wq) = R.
Il s’agit par exemple d’un livret d’épargne de taux d’intérét R > 0.
Une stratégie (auto-financée) est un couple (x,0) € lRer, avec x le capital initial et 6 le nombre

de part d’actif risqué détenu sur la période n € {0, 1}. Soit (X,,),,en la valeur du portefeuille au

cours du temps. On a

Xog=x=(x—0s)+0set X; =(x—0s)R+0S;.

3https ://en.wikipedia.org/wiki/Financial_asset
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On compare souvent la valeur actuelle des actifs et stratégie, le taux d’actualisation est donnée
par le rendement de l’actif sans risque. On définit ainsi la valeur actuelle de l’actif risqué, de

l'actif sans risque et de la stratégie (x,0) par

§1= 1 80=1,et % =2+ 0(5, - So)
La valorisation financiére des actifs repose sur I’hypothese d’absence d’opportunité d’arbitrage.
Definition 16. Une opportunité d’arbitrage est une stratégie (0,0) telle que
Xi(w;) =0, i €{u,d}, et P(X; >0)>0.
Proposition 7. Dans notre modéle, I'absence d’opportunité d’'arbitrage implique

d<R<u.

Proof. (i) Supposons que R > u.

A n =0, Uinvestisseur emprunte une part d’actif risqué au courtier et le revend immédi-

atement au prix Sy = s. le montant s est investit dans l’actif sans risque.

A n =1, lactif risqué est acheté au prix S; et rendu au courtier. Un profit positif est réalisé
presque stirement puisque
sS(R—u), siw,
Xl =
s(R-d), siwy.

(ii) Supposons que R <d.

A n =0, L'investisseur emprunte Sy = s a la banque pour acquérir une part d’actif risqué.

A n =1, l'actif est revendu au prix S; le montant sR est remboursé au banquier. Un profit

positif est réalisé presque stirement puisque

s(u—R), siw,,
Xl =
s(d=R), siwy.

O
Un produit dérivé est un contrat dont le pay-off V dépend de l'actif risqué sous-jacent, les
produits dérivés commun sont les options.

Definition 17. Une Option d’achat (resp. de vente) européenne donne le droit (pas l'obligation)

d’acheter un titre a la date N au prix K. Le flux de trésorerie (pay-off) associé d ce contrat est donnée

par
(Sny —K)4 (resp. (K=Sn)+)

ott (x); = max(0, x) désigne la partie positive de x.
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Prenons par exemple un call européen de maturité 1 et de prix d’exercice K,ona V = (S; -K),.
11 est possible de répliquer le pay-off V al’aide d’une stratégie auto-financée. Il s’agit de trouver
le couple (x,0) tel que
V(w,) =0us+ R(x—0Os),
V(wy) = 0ds + R(x —05s).

On en déduit que

et
_ V(wy)R-d  V(wg)u—-R
X= ot~ 4 (1.15)

Soit g = %, en l'absence d’opportunité d’arbitrage g € (0,1). On définit une mesure de probabil-

ité Q, équivalente a P, telle que
Q(S1=us)=qet Q(S; =ds)=1-q.

Le prix du produit dérivé est donné par son espérance (a la maniére d’'une prime en assurance).
Sous la probabilité Q, le prix est exactement I'investissement initial du portefeuille répliquant

X = ]EQ(V). Sous cette probabilité encore, on a
Eq(S1) = Rs.

Cela signifie que, sous la probabilité risque neutre, le rendement moyen de l’actif risqué est
le méme que celui de l'actif non risqué. Il est possible que sous la probabilité historique
[Ep(S1) = RSq (higher risk, higher gain pour inciter les agents a investir dans l’actif risqué!). On
remarque aussi que

]EQ(SI) =S.

Le processus (S;),>0 est donc une Q—martingale. La mesure de probabilité Q est la probabilité

risque neutre. Son existence et son unicité sont équivalente a I'absence d’opportunité d’arbitrage.

Remark 7. La tarification des produits dérivés doit s’effectuer suivant la probabilité risque neutre
sans quoi il existe une opportunité d’arbitrage. Supposons qu’on effectue la tarification avec une autre

probabilité Q'
* Supposons que ]EQ/(V) > IEQ(V)

— An=0, je vend l'option au prix Eq/(V). J'applique la stratégie avec x = Eq(V) (c’est d
dire acheter Os d’actif risqué et placer x—Os d la banque) et je place Eqy(V)—x d la banque.
— a n =1 ma stratégie rapport V que je céde a I'acheteur de I'option. Je réalise un profit de
(Eq(V)-x)R.
* Supposons que Egy (V) < Eq(V)

- An=0, J'emprunte x — Os a la banque et jemprunte 6 d’actif au courtier. Je revend
immeédiatement l'actif au prix s. J'ai un capital x qui me permet d’acheter 'option au prix

IEQf(V) et de placer x — IEQf(V) d la banque.
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- A n =1, Mon investissement rapporte V + (x — IEQ,(V))R Comme V = (x —0s)R+ 085

alors je peux rembourser mon emprunt a la banque, acheter actif risqué au prix Sy et le

redonner au courtier. Je dégage un profit égale (x —Eq (V))R.

L’équilibre sur le marché des produits dérivés suppose que la tarificaation a été effectué sous la mesure
de probabilité risque neutre, le taux d’actualisation a utiliser R doit permettre de vérifier la propriété
"martingale” de la valeurs des actifs sous jacents. Ici on suppose que ce taux sans-risque R est calibré
sur la base des prix correspondant d un équilibre offre et demande ayant gommer les opportunités

d’arbitrage.

1.3.2 Le modele de Cox-Ross-Rubinstein

Soit T > 0 un horizon de temps et i%,i =0,...,N une subdivision de [0, T]. Soit (S,,),,<n la valeur

de l'actif sous jacent dont la dynamique est donnée par
Sy =Soexp(nuy +Z,0n),n=0,...,N.
ou yy = Iu%, oN = 0,/%, et Z,=) 1 ,&, avec des &; i.i.d. suivant la loi
P&, =1)=petP(&=1)=1-p,
et ZO =0
Remark 8. Le processus S est aussi une chaine de Markov, on peut écrire
Sy =Su_1exp(un + &,0N), pour tout n > 1.
Ce modeéle est équivalent au modéle binomial avec
u=efNTN et d = e!NTON,
Le rendement des actifs est souvent défini par S,,/S,_;, pun est le drift et oy la volatilité. Le
rendement de l'actif sans risque sur une période de temps de longueur T/N est donné par
T
Ry =€'N. La Figure 1.3 montre des trajectoires de l’actif risqué et de l’actif sans risque.
Par analogie avec le modeéle binomial, sous la probabilité risque neutre Q, le processus
S, = S,/RY%, n >0 doit étre une martingale pour la filtration F, = oy (&;,i < n). Le processus S
est une martingale sous Q si
lE<D(Sn-*—1|~7:n) =S,

On observe que

9 S
IEQ(SH+1 |]:n) = IEQ |:RT:—1 eMN""ErHIGN ﬁl]
N
S
= R}/l\;l e}‘NIEQ [eénﬂﬁNl]_-n]
. elN
= S, —IE eénﬂUN
"Ry Q[ ]
5 qeMNTON 4+ (1 —gq)elN—ON
= Sn
Ry
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Figure 1.3: Trajectoires du processus S et de 'actif sans risque

Pour que S soit une martingale, il faut que

BNTON 4 (] HN=ON — R _ _Ry—efvoN
1 +(1-qe =ANeq= eHN*TON _ eIN—ON °

On a bien identifié la probabilité risque neutre Q telle que

RN—(E"{N_UN RN—d

QE=1)= = =q

T eMNTON _ elIN—ON u-—d

de maniére analogue au modele binomial. La valorisation d’un produit dérivé de pay-off g(Sx)

se fait sous la probabilité risque neutre avec

7 = RV Eg[g(Sn)]-

Cette espérance se calcule bien en remarquant que

Q(SN = Soude_k) = (IZ)qk(l —q)N_k, pour k=0,...,N.
Prenons I'exemple du call européen avec g(s) = (s — K),. Soit

ny =inflk =0,...,N ; SoukdN=* > K}, (1.16)
et F(n,p,k) = P[Bin(n,p) > k]. On a

_ _ u N
= RN EqQl(Sy —K),] = SOF(N,IZ—N,qN)—RNNKF (N, g, 11)- (1.17)
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1.4 Annexes: Approximation normal dans le modele de Cox-
Rubinstein-Ross

Le modéle de Cox-Ross-Rubinstein est une approximation d’un modéele en temps continu obtenu
en laissant N tendre vers 'infini. On note que sous la probabilité historique IP et avec p = 1/2, il

vient

1og(SS_N) = Njuy + Zyo = T + 20 VT "< Normal(uT, o)
0

VN

Les log rendements gaussien sont une caractéristique du modeéle de Black-Scholes qu’on étudiera
par la suite. Faire tendre N vers l'infini permet également d’approcher le prix du call (1.17). On

a besoin du résultat suivant.

Lemma 2. Soit (X,,),>0 une suite de v.a. indépendantes tel que X ~ Bin(k, py) pour k > 1 t alors

X, — D
_An=MPn — Normal(0,1), lorsque n— 0o
npn(l _pﬂ)
Proof. On montre que
lim IE(etX”) — et2/2.
n—oo

D’apres la définition de 7y, voir (1.16), on a 'encadrement
Soun”—ldN—qn+1 <K< Sou"”dN_"”.

On en déduit en passant au log que

T T T

I’]NO'\/—N +N(”ﬁ _G\/_ﬁ) =1In(K/Sp) + o(VN)

puis
N VN

= —+ log(K/S —T+o\/1v,lors ue N — oo.
”szm/f[g( o)~ uT]+0(VN), lorsq o

On a également
T

T
o' _ FNTONN

qN - T T T T
HNTINN _ HINTOYN

Un développement limité a 'ordre 1 permet de conclure que gy — 1/2 pour N — +c0. Un

développement limité a l'ordre 2 permet d’observer que
-u-0?/2)T
Nay = N4 TZB=0 /DT 5 (V)
2 20VT

et de conclure que
IN-Nay 1 [log(
Nan(1-qy)  oNT

ot K = Ke™"T. On a également

K/So)+0?/2] = d*,

T I oL Tio L r+p) Loy L
GNUN erN_el"N N el"N N (r+1) N N _ 2uy
= . l =
R e,u%ﬂr %_ey%—fr % e'N (r+,u)%+01/% (r+;4)%—0 %



Ce qui permet d’affirmer que

2

- 2

ANUN 1/2’etN51NMN:N+(V p+o/
R R 2 20NT

11 vient alors

T
) VN +o(VN) lorsque N — +o0.

ﬂA[—-PJquMpJ/IQ - 1
VNayun/R(1-qnun/R)  oNT

[10g(K/Sy) - 0?/2] =d".

On conclut que
iy = Soll = ¢(d7)] = K[1 - p(d*)].

ou ¢(-) est la fonction de répartition de la loi normal centrée réduite. On vérifie avec Python!

1.5 Annexes: Blockchain, cryptomonnaie et double dépense

Une blockchain est une base de données constituée de blocs successifs maintenue par un réseau

pair-a-pair, comme sur la Figure 1.4. Les noeuds légers se contentent d’émettre des informations

Figure 1.4: Un réseau fait de noeuds lourds (bleu) et de noeuds légers (blanc)

(appelées transactions). Les noeuds lourds doivent vérifier la cohérence des transactions et
s’accorder sur les informations a inscrire dans la blockchain. Les noeuds lourds appliquent un
protocole de consensus pour se mettre d’accord. La preuve de travail ou Proof-of-Work est le
protocole utilisé dans le cadre de la blockchain des bitcoins, voir le whitepaper de Nakamoto
[2008]. Un bloc doit étre ajouté toutes les dix minutes environ, les noeuds sont en compétition
pour résoudre un probléme cryptographique brutalement via une méthode essai-erreur (trial and
error). Le premier qui parvient a résoudre le probléme ajoute le bloc et récupere une récompense

d’un montant de BTC6.25 a ’heure de I’écriture.?.

Dans la blockchain des bitcoins, les informations enregistrées sont des échanges de bitcoin
entre les participants. Un noeud peut facilement émettre deux transactions conflictuelles, c’est
a dire qui transférent les mémes unités a deux entités différentes. Il s’agit d’une attaque par

double dépense. Le scénario standard est le suivant:
1. Marie transfére a John BTC10

2. La transaction de Marie a John est enregistrée dans la blockchain

4https://bitcoinblockhalf.com/
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3. John doit atendre « € IN confirmations, c’est a dire que a blocs soient ajoutés apreés celui

dans lequel la transaction de Marie a John est inscrite
4. Une fois que a confirmations ont été envoyées, John envoie le bien a Marie

5. Pendant ce temps, Marie travaille sur sa propre version de la blockchain (dite privée) dans
laquelle la transaction de Marie a John est remplacée par une transaction de Marie a elle

méme
6. Au moment de la livraison du bien la blockchain dite principale est en avance de z blocs

7. L'objectif de Marie est générer une chaine concurrente plus longue que la chaine principale.
Si elle y parvient, elle la communiquera a I’ensemble du réseau pour créer une fourche
(fork). Le réseau optera alors pour la branche la plus longue. La branche de Marie va alors
remplacer la branche principale permettant & Marie de récupérer ses unités qu’elle peut

dépenser a nouveau.

Cette course entre les deux branches est résumée sur la Figure 1.5. Notre objectif est de calculer

M—) ] [ [ (]

oo =01

Figure 1.5: La course a la double dépense illustrée, ici nous avons @ =4 et z=2

la probabilité que la branche de Marie devienne majoritaire. Soit (Z,),cn la différence de
longueur entre la branche de Marie et la branche principale de la blockchain. Ona Zy =z >0 et

la double dépense se produit a I'instant aléatoire
To=inf{n>0; Z, = 0}. (1.18)

Nous souhaitons étudié la distribution de 7 et en particulier calculer la probabilité de double
dépense définie par

¢(2) =P(1g < o0|Zy = z) := P,(7 < o0) (1.19)
A chaque instant k € IN un bloc est ajouté, il appartient
* A la branche principale avec probabilité p € (0,1)
* ala branche de Marie avec probabilité 1 —p

Soit (Q), F,IP) un espace probabilisé. On définit une suite (&,,),>¢ i.i.d. de variables aléatoires
(v.a.) de loi

P(E=1)=p,et P(E=-1)=1-p.

On en déduit que



Le processus Z,, est un processus a temps discret et a valeur dans Z. Une visualisation du

probléme de premier passage est donné sur la Figure 1.6. L'application du Theorem 1 avec

Zy
5e
4e —
3e r ! : ]

z=2¢6—1 : ] . 1
1e ‘ ; ‘ .

— 0 ——0 — 60— —0 ——0 — 06— 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 n

Figure 1.6: Illustration du probléme de premier passage sous-jacent a la double dépense.

a— o0 perlllet de I‘éS()leI‘e le pr()ble\llle avec
z

1.6 Annexes: Convergence des Martingales

$(2) =(

Cette section présente des résultats sur I’existence d’une loi limite pour les processus martingales.
Soit X = (X},),»0 un processus défini sur un espace ((2, F,IP) adapté a la filtration F, tel que X,

est intégrable pour tout n > 0.

Theorem 6. [De convergence des martingales] Si (X,,),so est une S-martingale bornée dans L', c’est
a dire telle que

supE[(X,);] < o,
nelN
alors X,, converge presque siirement et dans L' vers une v.a. intégrable X.

Proof. La démonstration du résultat nécessite de montrer un lemme pour lequel nous avons

besoin d’introduire les objets suivants. Soit a < b deux réels, on note
e So=Tp=0,
e S;=inf{n>0:X,<a}etT) =inf{n>5;: X, > b},
e Spp1=inf{n>T, : X, <a}let T, =inf{n>S,,: X, > b},

Pour tout N € N, on pose M =sup{m >0, T,, > N}, noté My(a,b) qui correspond au nombre de

traversées montantes de l'intervalle (a, b) par le processus X jusqu’au temps N, en effet, on a
Xs, <a, X1, 2b,...,Xs,, <a,Xr,, 2D.
Lemma 3. Si X est une sur-martingale alors
(b—a)B[My(a,b)] < E[(Xy —a)-],
ott (x)_ = —min(0, x) est la partie négative de x.
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Proof. TODO O

Montrons le théoreme dans le cas d’une sur-martingale . Le cas d’une sous-martingale s’en
déduit car si X est unue sous-martingale, bornée dans L! alors Y = —=X est une sur-martingale
bornée dans L! et le résultat s'applique. Pour une trajectoire n — X, (w) jusqu’au temps, le
nombre de traversées montante My (a,b) est une suite croissante en N, on note

M(a, b) = supMpy(a, D).
N>0
On remarque que

(b—a)E[My(a,b)] < B[(X;, —a)-] < E(|Xy|) + |a] < supE(|Xy]) +]a] < 0

N>0

Cela implique qie M(a, b) est fini presque surement. Si X ne converge pas dans R = RU{—co, +co}

lorsque n — oo pour une trajectoire w, alors on a

liminf X, (w) < limsup X, (w).

n—oo n—00

Il existe alors deux rationnels a < b tels que

liminf X, (w) < a < blimsup X, (w).

n—o0 n—co
Dans ce cas M(a,b) = oo, cela signifie que w appartient a un ensemble de probabilité nulle. Par

contraposée, le processus X converge sauf sur des ensemble de mesure nulle et donc presque

surement. De plus, on a

E(|Xsl) = E(lim |X,|) = E(liminf|X,,|) < liminfE(|X,,|) < supE(|X,]) < co.
n—00 n—00 Lemme de Fatou #7—c n>0
O
On déduit du théoréme précédent le corollaire suivant:
Corollary 1. Soit X une sur-martingale positive alors
X 1= lim X, existe presque surement,
n—o0
et vérifie X, > E(X | Fy).
Proof. Une sur-martingale positive est bornée dans L' donc le Theorem 6 s’applique. O

Dans la suite nous avons besoin de la notion d’uniforme intégrabilité (UI).

Definition 18. Le processus X est uniformément intégrable (UI) si

lim sup E(|X,[Ljx, >pm) =0

7 >0

Cela équivaut a

Ye>0,AM >0,Yn > 0, B(|X,, |0, >m) <€
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Example 10. Un processus X dominé par une v.a. intégrable Y est Ul En effet, pour tout n >0
E(1X,Mx, 15m) < E(Y x,5m) < E(Y [ Lysm)
On note que B(|Y]) = B(IY T jyj<pm + Tiysm) et A}Iim E(|Y|Mjyj<m) = E(|Y]) cela implique que
lim E(|Y|I =0.
Jim (1Y My sm)

En particulier, le processus

X, =E(Y|F,), n>0,
est une martingale UL
Une notion proche de I'uniforme intégrabilité est I’équi-intégrabilité

Definition 19. Le processus X est equi-intégrable (EI) si
Ye>0,dy>0,YAe F,¥Vn>0,P(A) <y =E(X[I4)<e

La convergence des martingales est liée au fait que le processus soit bornée dans L', le

résultat fait le lien entre uniforme intégrabilité et le fait que X soit borné dans L!.
Proposition 8. Soit X un processus intégrable, les assertions suivantes sont intégrables

(i) X est UI

(ii) X est borné dans L et X est EL
Proof. TODO O

La notion d’uniforme intégrabilité permet de faire le pont entre convergence dans L! et

convergence en probabilité.
Theorem 7. Soit X un processus et X, une v.a. intégrable, les assertions suivantes sont équivalentes
) P
(i) XestUIet X, > Xq-
g ) L!
(ii) X est intégrable et X,, — X,.
Proof. TODO O
Avant de poursuivre, on introduit la notion de S-martingale fermée.

Definition 20. Une S-martingale X est fermée a droite par une v.a. intégrable Z si
E(Z|F,) = Xy (resp > X, ou < X)
dans le cas d’une martingale (resp. d’une sous ou sur - martingale)

On peut connecter la notion de martingale fermée et Ul via le résultat suivant
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Proposition 9. Soit Z une v.a. intégrable alors la martingale définie par
Xy = E(Z|F,)
est UL
Proof. On a X,, <Z, =E(Z|F,), on a pour tout n >0,
E(X,Ix,>m) S B(Z, 0z, 15m) = B(Y Lz, 15m)

Il faut démontrer que
lim sup E(|Y[Lz, |<pm)-
% 5>0

On a, pour N,M >0

E(IY Lz sm) = E(YMzsm,vien) + EAY Tz, 50, v5N)
< NP(Z,|>M)+E([YTy5N)
E(|Z,|
< NEED gy
Markov M
E(|Y])
< N +IE(|]Y|I
fersen M (1YL ysn)

pour tout € > 0, il existe N tel que E(|Y[Ljy|sn) < €/2 (comme Y est intégrable, c’est possible). On

E(2]Y)N
€

choisit alors M = , il vient

sup E(|Y[Ijz,j<m) < €.

n>0
O
On peut énoncer le théoreme de convergence suivant
Theorem 8. Soit X une S-martingalme alors
Ll
X, — X © Xest Ul
Dans ce cas, X converge presque silrement vers X, et est fermée a droite par X,
Proof. TODO O
Corollary 2. Soit X une martingale, Les assertions suivnates sont équivalentes
(i) XestUI
Ll
(i) X, — X
(iii) X est fermée a droite : AZ € L',Vn>0,E(Z|F,) = X,
Proof. TODO O

On peut aussi énoncer uun théoréme d’arrét avec des temps d’arrét quelconques (pas néces-

sairement bornés)
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Theorem 9. Supposons que X est une S-martingale UI alors pour deux temps d’arrét (quelconques)
telsque 0 < T, 0na

E(X %) = X, (resp = X ou < X,)
dans le cas d’une martingale (resp. d’une sous ou sur - martingale). En zparticulier, on a
]E(Xoo|‘Ej> = XO"'

Proof. TODO O
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Chapter 2

Processus et martingale en temps

continu

On étend les notions de temps d’arrét et de martingale aux processus a temps continu. Nous
introduisons la notion de processus de Lévy qui sont '’équivalent de la marche aléatoire en temps
continu. L'exemple fil rouge sera un modéle de gestion des risques des compagnies d’assurances

basé sur le processus de Poisson composé.

2.1 Le modele de ruine de Cramer-Lundberg

L'objectif est de proposer un modeéle pour I’évolution de la richesse d’une compagnie d’assurance
au cours du temps via un processus X := (X;);»0, avec t € R,. Une compagnie d’assurance détient
un capital initial x > 0, percoit des primes de la part des assurés au taux ¢ > 0 et paie de temps a
autre une indemnisation. Le nombre de sinistres jusqu’a l'instant ¢ est donnée par un processus

de comptage N := (N;);>o0.

Definition 21. Un processus de comptage (N;);>o est un processus en temps continu qui compte le

nombre d’occurence d’un événement au cours du temps

+00
No=0et N, = ZHTkSt.
k=1

ou Ty, T, T3, ... désigne les temps d’arrivée des évenements, avec la convention Ty = 0. Soit Ag, AIT, AZT, ..

la suite des temps inter-arrivée définis par
A =Ty - T, k=0,1,2
k = Tkt1 =T, k=0,1,2....
Un exemple de trajectoire d'un processus de comptage est donnée par la Figure 2.1

Definition 22. Une v.a. X ~ Exp(A) est une v.a. continue de densité
fx(x) = Ae™ M (g,00)-
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Figure 2.1: Une trajectoire du processus de comptage (N;);>o.

Definition 23. Un processus de Poisson (N;);sq d'intensité A est un processus de comptage dont les

temps inter-arrivée i.i.d. sont de loi exponentielle Exp(A).

Remark 9. Le processus de Poisson appartient a la famille des processus de renouvellement qui sont

des processus de comptage dont les temps inter-arrivée sont i.i.d..

Proposition 10. Soit (N;);>o un processus de comptage, il y a équivalence entre les deux assertions

suivantes:
(i) (Ny)s»0 est un processus de Poisson d’intensité A
(ii) Les accroissements de (Ny);>o sont

— indépendants, c’est d dire N; — N, et N sont indépendants pour tous s < t,

— stationnaires c’est a dire que
N;— N = N;_g ~ Pois(A- (t —5s)).

On note que Ny ~ Pois(At) et que A correspond au nombre moyen de sauts par unité de temps.

Dans le modele considéré, I’arrivée des sinistres est modélisée par un processus de Poison
(N¢)t>0 d’intensité A > 0. Pour chaque sinistre une indemnisation est versée aux assurés. ces
indemnisation forment une suite (U,,),>¢ de v.a. i.i.d. et positives. Finalement la richesse de la

compagnie d’asssurance est donnée par

N,
Xt:x+ct—ZUk,t20. (2.1)
k=1

Usuellement les primes sont recues a la date d’anniversaire des contrats. Ici, on suppose que le
portefeuille est suffisamment important pour pouvoir approcher ’encaissement des primes par

une fonction linéaire de pente c. La gestion des risque repose souvent sur la définition d’une
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mesure de risque qui résume par un nombre le risque sous-jacent. En théorie du risque, on

utilise la probablité de ruine a un horizon de temps T > 0 définie par
P T)=P(ry <T),

ou 7, = inf{t > 0; X; < 0} est le premier instant pour lequel la richesse de I’assureur passe
en dessous de 0. L'objectif de l'actuaire est dés lors de déterminer un niveau de prime c et
une richesse initiale x associé a un niveau de risque ¢(x,T) = 1 — a. La directive européenne
Solvabilité II impose un niveau de risque @ = 99.5% a horizon de temps T = lan. Le niveau de

prime compense le cout moyen des sinistre par unité de temps avec
N
) Ui
k=1

ou 1 > 0 est le chargement de sécurité (de combien la prime commercial ecxcéde la prime pure).

c= (1) 7E — (14 AR(),

On définit également la probabilité de ruine ultime par

Y(x) = lim (x, T),

T—oo

nous verrons que si 77 < 0 alors ¢(x) = 1. Une fois le niveau de prime fixé, le seul parameétre a
ajusté est le niveau de richesse initiale x dont la détermination passe par I’évaluation numérique

de la probabilité de ruine.

2.2 Généralités sur les processus en temps continu

2.2.1 Définitions
Soit (QQ, F,P) un espace probabilisé.
Definition 24. Une filtration (F;);»( est une suite croissante croissante pour l'inclusion avec
Fs CF, pour s<t,
de sous-tribu de F.
Soit (F;)s»0 une filtration de (QQ, F,IP). F; correspond a I'information disponible au temps ¢,

Definition 25. Une suite (X;)icr, de variable aléatoires (v.a.) sur () est un processus stochastique en

temps continu. X est F-adapté si X, est mesurable par rapport a F, pour tout t > 0.

Remark 10. La filtration J; associée d un processus (X;);»q est U'information qu’il faut détenir pour
pouvoir tracer la trajectoire du processus jusqu’a l'instant t > 0. Pour le processus de comptage, il

s’agit des instants de saut
Fi = U[(HTkSt)k20]~

Pour le processus de richesse il faut ajouter la taille des sauts
Fi= 0[(Uk]ITkSt)k20]'
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2.2.2 Propriétés fonctionnelles

Soit w € (2, est une trajectoire ou réalisation. Il s’agit d’une fonction du temps t — X;(w) dont

on peut étudier les propriétés comme la monotonie, la continuité, et la dérivabilité
* Un processus X est croissant la fonction ¢ - X; est croissante presque surement (p.s.).

e Un processus X est continu a droite, continu, dérivable, de classe C2, ... sit X; vérifie la

propriété considéré.

Example 11. Les trajectoires des processus de comptages sont continues a droite et limitées a gauche
(cadlag), cela signifie que
e limX; existe
sTt

o limX; existe et est telle que limX; = X;
slt st

La fitration Fr, jusqu’a un instant de saut T; implique la continuité juste aprés le saut. Sinon la
trajectoire est continue par morceaux. Méme remarque pour le processus de richesse. Nous supposerons

que les processus considéré dans ce chapitre sont cadlag.

2.3 Temps d’arreét
Soit (QQ, F, F,P) un espace de probabilité filtré.
Definition 26. Un temps d’arrét relativement a (F;)sq est une v.a. a valeur dans R, U {co} telle que
{t<t}eF, pourteR,
Example 12. 1. Les constantes sont des temps d’arréts
2. Si T et o sont des temps d’arréts alors
TANO,TVO,etT+0

sont également des temps d’arrét.

3. Si X est un processus Fi-adapté, continu d droite et tel que Xy = 0, alors
Ty =inf{t > 0; X; > a}
est un temps d’arrét. En effet

(t,>t)={X,<a;s<t)= ﬂ{XSZa}e]-}. (2.2)

seQ<t

L’hypotheése de continuité d droite est ici primordiale pour définir une suite de rationnelle s,, — s
tel que X;, — X presque siirement. On passe a la limite (2.2) et la stabilité des tribus par

intersection dénombrable permet de conclure.
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4. le temps de dernier passage

T, =sup{t>0; X; > a}
n'est en général pas un temps d’arrét.

5. Le temps de ruine

7, =inf{t > 0; X, <0}

est un temps d’arrét.

2.4 Martingale

Soit (QQ, F, F,TP) un espace de probabilité filtré, et X un processus F-adapté.
Definition 27. X est une F-martingale si
o E(|X;]) <ocopourt>0
o E(X;|F) = X, pour tout s < t.
Example 13. Soit (N;);»o un processus de Poisson et (U;);>o une suite de v.a. i.i.d..
1. le processus N; — At est une martingale
2. le processus ngl U; — AIE(U)t est une martingale

Definition 28. X est une F;-sous martingale (resp. sur martingale) si
IE(thj:s) 2 Xs (WSP- < Xs)

Une martingale est un processus constant en moyenne, une sous martingale est un processus

croissant en moyenne, et une sur martingale est un processus décroissant en moyenne.

Theorem 10. Soit X une martingale et T un temps d’arrét, alors le processus (X pt)i>o est une

martingale. De plus, si T est borné alors
E(X;) = E(Xo).

Remark 11. Lorsque T n’est pas bornée, une technique classique consiste d considérer le temps d’arrét

T At puis d faire tendre t vers oo

Des résultat de convergences plus avancés, analogue au temps discret, sont présentés en
annexe de ce chapitre. Pour un exposé plus exhaustif avec notamment toutes les preuves, on

peut consulter 'ouvrage de Gall [2012, Chapitre 3]! et Laleuf [2014, Chapitre 5].

Ihttp://raphaelducatez.neowordpress.fr/wp-content/uploads/sites/20439/2019/02/Jean-Francois_Le_

Gall_auth._Mouvement_brownienb-ok.cc_.pdf
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2.5 Processus de Lévy

2.5.1 Définitions

L'équivalent des marches aléatoires en temps continu sont les processus de Lévy. Soit (QQ, F, F;,IP)

un espace de probabilité filtré et X un processus F;—adapté.

Definition 29. X est un processus de Lévy s’il posséde les propriétés suivantes:
1. Xo=0
2. X — X, 2 X;_s (Accroissements stationaires)

3. PourtoutneINet 0<s; <t; <sp <t <...<s, <t, <oo, les accroissements

Xy, =X, i=1,...,m,
sont indépendants.

4. Les trajectoires de X sont cadlag

Example 14. 1. Le processus de Poisson N est un processus de Lévy avec

N; — N ~ Poisson(A(t —s)), pour 0 <s <t < co.

2. Le processus de poisson composé

est un processus de Lévy.

3. Le processus de richesse

N,
ct— ZU“ >0,
i=1

est un processus de Lévy.

Remark 12. On considére le modéle de Cramer-Lundberg

N
Xy =x+ct— U;, t>0.
i=1

Soit Ty, Ty,... les instants de sauts du processus de Poisson et ATy, AT,,..., les temps inter-arrivées. Si
on observe le processus de richesse aux instants de saut, on définit un processus de richesse a temps
discret avec

NT,, n n n
Y, = Xz, :x+cTn—ZU,» :x+cZAT,-_1 —ZUZ- =x+ Z(CATi_l ~U;), n>0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Il s’agit d’un marche aléatoire, identique a celle étudié dans la Section 1.2.

Soit X un processus de Lévy.
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Definition 30. Lexposant de Laplace de X est défini par
«(0) = logE(e?X1),
11 s’agit de la fonction génératrice des cumulants de X .
Example 15. L'exposant de Laplace du processus de Poisson N d’intensité A est donnée par
(0) = log E(eM) = A(e? - 1).

Proposition 11. On a

log B(e9%t) = x(0)t, pour tout t >0
Proof. Soit t > 0 et n € N, on décompose X; avec
%= 3 (Ko %g)

On a

n

IE(eGX') = [Ele

A
- et

—_——

-1
0 ZZ:O(X(kH)% Xt )]

—_

3 X
[ ]

= IE(eeXf/")
=0

(eext/n )n

Il
E b

Si on note

K4(0) = loglE(eeXf)

OnadoncVt>0etVnelN,
Kk4(6) = nKyn(6).

De plus pour me N, on a
Km(0) = mx(0) et 1, (0) = 1k, (0).

On en déduit que
k:(0) = tk(0) pour t € Q

On peut alors considérer une suite (t,),>0 € Q tel que t, | t € R puis passer a la limite
Ky, (0) = t,x(0) pour t, € Q.
Tout cela est possible grace a la continuité a droite des trajectoires du processus.
Proposition 12 (Martingale de Wald). Le processus
M; =exp|0X; —tx(0)], t = 0.

est une F-martingale.
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Proof. soits <t,Ona

EM|F) = e™OB[|E]

e—tK(Q)IE [eB(X,—XS)+6XS |-Fs]

o 1K(0) OX [ee(xt—xs)]
= o tK(0) oOX; o(t-5)K(0)

= M,

O

Cette martingale est trés pratique pour résoudre des probléemes de premier passage pour des

processus de Lévy, conjointement avec la propriété de Markov forte.
Theorem 11. Soit T un temps d’arrét borné. Le processus X défini par
X = Xep = Xg 20,
est un processus de Lévy indépendant de F, de méme loi que X.
Proof. Admis, voir Kyprianou [2014, Chapitre 3] O

Létude de temps de premier passage est centrale en théorie du risque et est 'objet de
la théorie de la fluctuation. Pour une vue exhaustive, le lecteur peut consulter I'ouvrage de
Kyprianou [2014]?. Nous nous focalisons dans la section suivante sur le processus de Cramer

Lundberg.

2.5.2 Application a I’étude du processus de Cramer-Lundberg

On consideére le processus

N;
X; :x+ct—ZUi.
i=1

Soit

le temps de ruine.

Proposition 13. Sic < AE(U) alors
P(u) =P(ty <oo)=1.

Proof. On note que

. X .
lim = = lim
t—oo t—o00

N,
X N, Y2 Ui
' t N,

—+c———]=c—/\lE(U),

2hllps://peop]e.halh.ac.uk/ak257/book2€/b00k26.pdf
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et donc
+00, sic—AE(U)>0,

lim Xt = ?, sic—AE(U) =0,

—oo, sic—AE(U)<0.
Pour le cas ¢ — AIE(U) = 0, il faut considérer la marche aléatoire Z,, = X1, qui est récurrente, ce
qui implique que I’état 0 est récurrent et donc ¢(u) = 1. O

Le résultat suivant donne une borne superieur pour la probabilité de ruine.

Theorem 12. Supposons que c > AIE(U) alors
e 0"x

- IE[eG*d(x)ha < oo]’

¥(x)
ott 0" est la seule solution strictement positive de I'équation

—0c+ A[E(eY)-1]=0,
et d(x) = —Xo5 est le définit a la ruine.

Proof. Le processus Y défini par

N,
Y, =x-X, = ZUi—ct, t>0,
i=1

est un processus de Lévy d’exposant de Laplace
1(0) = —c6 + A[E(e?Y)-1].

On note que lim x(6) = o0, k(0) = 0 et ¥’(0) = AIE(U) — ¢ < 0. Cela implique que 1’équation

0—0c0

x(0)=0

a une unique solution strictement positive 6*. Le processus (ee*yf)po est une martingale en
vertu de la Proposition 12. On applique le théoreme du temps d’arrét optionnel au temps d’arrét

T, At pour t > 0. Il vient
o= E(0)

]E(eg*YT(;/\f)
0

ty - N
= ]E(e ‘o ]It>’l‘a + 86 YtI[tS‘[a)

On fait tendre ¢ vers +oco pour obtenir

1= IE(ewY’a Ty < oo)IP(Tg <o0)= eG*XIE(e_H*Xfa Ity < oo)4;(x)
ce qui est équivalent a
e—@*x
p(x) =
IE(e_g XT5|15 < oo)
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Il s’agit d’un résultat fondateur de théorie de la ruine, voir l'ouvrage de référence de As-
mussen and Albrecher [2010] et I'application de la théorie de la fluctuation au processus de

Cramer-Lundberg, voir Kyprianou [2013]°.

2.6 Annexe: Convergence des martingales en temps continu

L’hypothése que les trajectoires des processus soient cadlag est important pour pouvoir généraliser
les résultats obtenus en temps discret au cas continu. On peut ainsi créer une des suites

(9n)nen € Q4 tel que g, — t et X, — X; presque sGrement.

Theorem 13. Si X est une S-martingale bornée dans L' (c’est a dire supIE(|X,|) < o0) alors (X;)ss0
t>0
converge presque sirement vers une v.a. X, intégrable.

Proof. Soient a,b € Q, on note M((Xy)4eq+ 4 b) = sgp M((X;)geq+ a,b), ou S est 'ensemble des
suites finies croissantes de Q" le nombre de traversée montantes de I'intervalle (4, b) du processus
(a temps discret) X;)4eq+- On a
(b - a)E[M((X;)geqra, b)] < sup E(|Xy|) +al,
£20
puis M((X;)4eq+ @ b) < 0o presque sGrement. Si la trajectoire t — X;(w) n'a pas de limite dans
R lorsque t — oo et comme t — X;(w) est continue a droite, il existe une suite de nombres

rationnels (g,),en telle que g,, — oo et
limnianqn(w) < limnsuqun(w).
Il existe a,b € Q. tels que
lin;ianqn(w) <a<bzs< limnsuqu"(w),
et donc M((Xy)4eq+ @ b)(w) < oo alors w appartient a un senmbre de mesure nulle. Enfin la

limite X, est intégrable et donc finie presque stirement. En effet, pour tout suite (f,,),>0 € R,

telle que t,, — +oc0,0n a

E(|X.|) = E(lim|X, |) = B(liminf|X, |) < liminfE(|X, |) < supB(|X;) < oo.
t
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Chapter 3

Chaine de Markov en temps continu

On s’intéresse dans ce chapitre a I’extension des chaine de Markov en temps continu. Le contenu

de ce chapitre s’inspire des notes de cours de Truquet [2015] et de I'ouvrage de Dobrow [2016].

3.1 Definition

Soit (Q), F, F,IP) un espace de probabilité filtré et X un processus stochastique F—adapté a

valeur sur un espace d’état dénombrable E.
Definition 31. Le processus X est un processus de Markov si
P(X;s = 9|1 Xs =%, F) = P(Xpys = 9| Xs =x), Vs, >0, et x,y € E.
Le processus de Markov X est dit homogeéne si de plus
(X145 = 91X, = x) = P(X, = 91X) = x).

Les probabilités de transition peuvent donc étre placées dans des matrices de transition

indicées sur le temps (B;);»(, définies par

Pt = (pt(x:y))x,yeE = (H)(Xt = VlXO = x))x,yeE

Soit X un processus de Markov de probabilité de transition (p;);»¢. On retrouve les mémes

propriétés que pour les chaines de Markov, par exemple les équations de Chapman-Kolmogorov.

Proposition 14.

Pt+S:PtPS’ VS,tZO.
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Proof. Soit (x,v) € E?2

Pt+s(x;}’) = ]I)(Xs+t:y|XO:x)

= ) P(X=9,X =2Xo =)
zeE

= ) P(Xe =9IX, =2, X0 = 2)P(X, = 2|X = %)
zeE

= ) P(Xe =3IX, = 2)P(X, = 2IXp = %)
zeE

= ) P(X, =yIXp = 2)P(X, = 2|X, = %)
zeE

= ) po2pizy)
zeE

O

Example 16. Le processus de Poisson N d’intensité A est un processus de Markov sur IN! La propriétés
d’accroissements indépendants et stationaires implique la propriété de Markov. On a, pour (i, j) € IN?

tels quei<jetst>0,

P(Ny,; = j'Ns =)
IP(NS = i)
IP(I\]s+t -N; = ] —-1,N; =1)
IP(N; = i)
P(Ng, ¢ — N = ] —1)P(N; = 1)
IP(NS = 1)
= IP(Ng— N :j_i)

P(Ng, s = ]|Ns =1)

e*/\t(/\t)ifj

= P(Ny=j—i)=pii,j) = (G—i)

Les matrices des transitions est de dimension infini

e M (Ane M (At)2eM/2
0 e M (At)e At
0 0 e M(At)

3.2 Propriétés

Soit X un processus de Markov homogeéne sur E tel que Xy = x € E et soit T, = inf{t > 0 ; X; = x}

le temps de séjour du processus dans 1’état x € E.

Proposition 15. T, est de loi exponentielle.
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Proof. L'idée est de montrer que la loi de T, du processus X est sans mémoire. On a

P(T,>s+tTy>s,Xg=x) = P(Ty>s+1t|X,=x,0<5u<s)
= P(X,=x0<u<s+tX,=x,0<u<s)
= P(X,=x,s<u<s+tX,=x0<u<s)
= P(X, =x5<u<s+tX;=x) (Propriété de Markov)
= PP(X, =x0<u <Xy =x) (Homogénéité dans le temps)

= H)(Tx > thO = X).

La seule distribution sur IR, vérifiant cette propriété est la loi exponentielle. O
Supposons que T, ~ Exp(gy),
* Si g, =0 alors le processus reste pour toujours dans 1’état x qui est dit absorbant

* Sig, = oo alors le processus quitte I’état x tout de suite apres ’avoir atteint. Le processus
peut alors effectuer un nombre de transition infini sur un intervalle de temps fini. Un tel

processus est dit explosif.

Supposons que g, € (0,00). La question est alors de savoir quel est ’état visité apres 1’état x.

L'interprétation est la suivante:
* Le processus démarre dans 1’état x € E

* Soit Ty, ~ Exp[q(x,y)] pour y € E tel que y # x. Les parametres q(x,y) sont les taux de
transitions. Si il est impossible d’aller de x a y directement alors q(x,y) = 0 et T , = co.
¢ Létat visité apres x est p* = argminT, ;.
V#X

* La premiére alarme exponentielle qui sonne indique 1’état d’arrivée du processus.
* On note que T, =minT,, ~ Exp[Y -y 9(x,9)], ce qui implique que g, =} .., q(x, )
¢ La probabilité que I'alarme T, , sonne la premiere est donnée par

p(x,9) = q(x,9)/qx, pour y = x,

ce qui fait le lien avec la chaine de Markov Z := (Z,,),,»¢ sous-jacente du processus de

Markov X.
Soient Ty, T5,..., les instants de saut de X et Z :=(Z,,),,( le processus a temps discret tel que
Zn = XT”, n>0.

On remarque que Z est une chaine de Markov sur E de matrice des transition P = (p(x,9))x,yee

N

ou

p(x,v)=q(x,v)/qx, poury € E.
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Le processus X s’écrit des lors

[ee)
X = E Zn]IT,,St<Ty,+1/
n=0

et Z est la chaine dite immergée de X.

Example 17. Les étudiants doivent s’inscrire a I'université et une file d’attente se forment devant la
scolarité. Le responsable de scolarité a besoin d'un temps aléatoire, de loi exponentielle, pour s’occuper
de chaque étudiant avec en moyenne un temps de service de 5min. Les étudiants arrivent au bureau de
la scolarité suivant un processus de Poisson au rythme de un étudiant toutes les 4 minutes. La file
d’attente ne peut contenir plus de quatre étudiants, si un étudiant arrive alors que 4 étudiants sont
déja dans la file alors I'étudiant se décourage et fait demi tour. Il reviendra plus tard. L'étudiant en
train de parler d la responsable de la scolarité fait parti de la file d’attente. Les temps d’arrivée des

étudiants et les temps de service sont mutuellement indépendants.

Soit (X4)s»0 le nombre d’étudiant dans la file au temps t. I s’agit d’un processus de Markov sur I'espace
d’état E ={0,1,2,3,4}. Les paramétre des lois des temps de séjour dans chacun des états sont données
par

(1/4 9/20 9/20 9/20 1/5)

Quelles sont les caractéristiques de (Z,,) >0, la chaine de Markov sous-jacente?

(Z,)us0 a pour espace d’état E ={0,1, 2,3, 4} et graph des transitions
1 5/9 5/9 5/9
4/9 4/9 4/9 1
3.3 Le générateur infinitésimal
Eu égard aux équation de Chapman-Kolmogorov (c.f. Proposition 14), nous avons que

P, = (Pt/n)nl

ainsi P, est entierement déterminé par son comportement sur un intervalle de temps infinitésimal.

Sa dérivée a droite est appelé générateur infinitésimal. On note que

1, six=y,
Po(x,y) =

0, sinon.
Theorem 14. Si X est un processus de Markov a saut, il existe une matrice Q telle que

1. q(x,v) = 0 pour tous x,y € E tels que x =y, et

gon)=- ) q(xy)

y#xeE
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2. Six=y, py(x,v) = hq(x,v) +o(h) et pp(x,x) =1+ hg(x,x)+o(h)

Proof. L’étude de h — py(x,v) au voisinage de 0 est lié a la loi du couple (T},Z;), ou Tj est le
premier instant de saut de X et Z; = Xp, I’état atteint apres le saut. Pour un évenement A et

x € E, on note

P, (A) = P(A|X, = x).

Lemma 4. Soit h,t >0 et m:=m(h,t) €N tel que mh | t lorsque h | 0. (par exemple m = h|t/h]|+1).

Alors pour x =y, on a les deux limites suivantes

1- L, x)™
Po(Ty > 1) =limpy(6,)", ef Po(Ty <1,7) =3) = lim L PR )
0

nlo 1—pp(x,x)

Proof. Tout évenement B satisfait
Bc (BN{T, - T; > h}) U{T, - T; < h}. (3.1)
Nous avons l'inclusion suivante
{Ty >mh} CcB={Xg=X,=... = X;uu} <{Ty > mh}U{T, - T} <h}.

La premiére inclusion est évidente. Pour la deuxieme, on utilise (3.1). On note que pour
w € BN{T, — T} > h}, on ne peut avoir T;(w) < mh car sinon on aurait un saut pendant un
intervalle de longueur inférieure a h'. On en déduit que BN{T, — T} > h} C {T; > mh} Comme

lhlfl'lH)X(Tz — Tl < h) = IP(T2 = Tl) =0 alors
0

IPX(TI > t) - lﬁn]PX(Tl > Wlh)
0
= lim]Px(XO = Xh =...= th)
hlo

= i : m
hlﬁ)lph(x x)

Pour la deuxieme limite, on pose
m
A= {Xo=Xp=...=Xg_1y)n =% Xy = 9}
=1
On a les inclusions

AC{XO:X,Zl:y,Tlﬁml’l}U{Tz—Tl Sh}

et

{Xo :x,ley,T1Smh}CAU{T2—T1 < h}

1 Faire un schéma.
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par le méme raisonnement que précédemment. On en déduit que

P (T, <t,Z, =y)

lim]Px(Tl <mh,Z, =y)

= 11m]P
hl0 <4)
m
- 1}1%1 P(Xg=Xp=...=Xp-1)h = Xip =)

=1

= lhig;th %) pi(x,y)

- hml_ph(x’x)

T pao) pr(x,y)

En conservant les notations du lemme,
InP, (T} >t) = lilflmlnph(x,x) <0.
h

Comme liinph(x,x) =1 alors on a les équivalent suivant
hlo

InPP(Ty >t) hmlnpy(x,x) Inpp(x,x) pp(x,x)—1

t th h

pulz0-1 _InPy(Ty>)
t

Le quotient

a une limite noté —q, avec g, =

bien le developpement limité
pr(x,x) =1+ hq(x, x)+ o(h).

D’aprés le Lemma 4,

nlo 1-pu(x,x) h

On a

. 1
hm— = —
nlo 1=pu(x,x)  q,

et

liml —py(x,x)" =1lim1 —e
il = pi( " nlo

On en déduit que 252 (

(1= )q(x,y)

P (T <t,Zy=y)=
qx

En sommant pour y # x, il vient

Comme P, (T; > t) = e"%! alors nécéssairement Zyixq(x,y) =q, =

preuve.
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mlnpp(x,x) _ 1— elnIPx(T1>t) —

> 0. En posant g(x,x) = —q,,on a

1 —pp(x,x)" Ph(X;;U)'

1—e 9,

?) admet une limite pour ki — 0 que I'on note q(x,y). On a donc

—q(x,x) ce qui complete la
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Example 18.

donnée par
-A A 0 0
0o -2 2 0
Q=] 0 0
0 0 0 O

Le graph des transitions est donné par la Figure 3.1.

()

A

1. Le générateur infinitésimal associé d un processus de Poisson d’intensité A est

@ A

Figure 3.1: Graph des transitions pour le processus de Poisson.

(1)
N\

2/

2. Le générateur de la file d’attente vu dans I’Example 17 est donnée par

-1/4 1/4 0 0 0

1/5 -9/20 1/4 0 0

Q= 0 /5  -9/20 1/4 0
0 0 /5 -9/20 1/4
0 0 0 1/5 -1/5

Le graph des transitions est donné par la Figure 3.1.

1/4

1/4 1/4 1/4
O s O s 0 05 O s O

Figure 3.2: Graph des transitions pour le processus d’inscription a I'université.

Proposition 16. Soit un processus de Markov X de générateur infinitésimal Q et de matrice des

transitions (P;);»q. Alors on a

o L'équation progressive ou forward

Pt/:PtQ-

» Léquation rétrograde ou backward

Pt,:QPt'

Proof. 11 s’agit d’une conséquence des équation de Chapman-Kolmogorov et du Theorem 14.
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Pour I’équation progressive, avec h,t >0, on a

Pn=F _ BB-B
h h
p,-I
= P
4 h )
L )
= P
f( h
En passant a la limite pour h — 0, il vient P/ = P,Q. O

Example 19 (Processus a deux états). Soit un processus de Makov X sur E = {1, 2} caractérisé par

{22

Trouver la matrice des transitions P; revient a résoudre un systéme d’équation différentielle. On a par

son générateur infinitésimal

exemple

p(1,1) = =Ap(1,1) + p[1—py(1,1)]

= p=(A+pupi(1,1)
Avec la condition py(1,1)=1,0na

|4

A+p)t
/\+;4+/\+;4 '

e

pi(1,1) =
On peut effectuer les mémes calculs pour p;(1,2), p;(1,2) et p;(2,2). On obtient finalement

1 pA Ae” MWL ) e (Armt

p=——
t A+ U - Ple—(/\er)t A+ ’/lef()\+],i)t

Plus généralement, le lien entre la matrice des transitions P; et le générateur Q s’exprime au
moyen l'opérateur exponentiel pour les matrice.
Proposition 17. On a
s n
t (tQ)
Pf =€ Q = Z—' .
n!
n=0
On rappelle que 'opérateur exponentiel pour les matrices vérifie les propriété suivantes:
1. e"=1
3. e(s+t)A — esAetA
4. Si AB = BA alors e/*B = e/ef = efed
5. fLeth = Aeth =etA

pour A,B € M, (R) et s,t > 0. On peut facilement calculer I'exponentielle d’'une matrice en

python, a la main il faut diagonaliser la matrice Q (sous réserve que celle ci soit diagonalisable).
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Example 20. On reprend I’Example 19. La matrice

o1

est diagonalisable. Elle admet pour valeur propre 0 et —(A + u), les vecteurs propres asssociés sont
, et .
1 H

1 -2 0 0 w(A+p)  MA+p)
1w Lo =+p | —1/dsp v/A+n |

On obtient la décomposition
Q=SDS ! = [

Cela permet d’exprimer la matrice des transition par

Pl = etQ

SePs!
1 -A |1 o pl(A+p) A(A+p)
[ 1 ][ 0 et ][ —1/(A+p) 1/(A+p) ]
1 [;4+/\e_(’\+")t A—Ae-ww]
At p| p— et A4 e (mt )

3.4 Comportement asymptotique

Le comportement asymptotique d’une chaine de Markov en temps continu est similaire a
celui d’une chaine de Markov en temps discret. Si la chaine de Markov possede les propriété
d’irréductibilité et de récurrence alors il existe une unique loi invariante qui jouera le role de loi
stationnaire. Soit X = (X;);>¢ un processus de Markov sur E de générateur Q et de matrice des

transition ¢ > P;.
Definition 32. Une loi de probabilité 1@ = (7t(x))ceg sur E est la loi stationnaire de X si
limp,(x,y) = n(y)
La loi stationnaire est toujours une loi invariante de X
Definition 33. Une loi de probabilité 1t = (11(x))cg sur E est une loi invariante de X si
1t = 1tP;, pour tout t > 0.

De plus, on a également

Q= 0.
NB: 1t est un vecteur ligne de dimension Card(E).
Si P = 1 alors 0 = P/ = Q. Inversement si ©Q = 0 alors ©QP; = 0, puis 7P/ = 0. On en

déduit que nP, = Cste = nPy = el = 1.
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Theorem 15. Si X est un processus de Markov irréductible sur un espace d’état fini alors il existe une

unique loi invariante qui est aussi la loi stationnaire.

Example 21. On reprend le processus des exemples 19 et 20. On note que 1@ = ( LA ) vérifie
wQ=0,et ntlz =1,
ot 12:( 1 1 ),etque

pA e~ At ) e (Armt wWA+u) MA+p)
P = — pour t — oo. (3.2)
p—pe” AWt )y e (et W(A+p) A/(A+p)

La loi stationnaire s’interpréte comme le temps moyen passé dans chaque état par le processus
X dans le cadre d’une trajectoire de longueur infini. Lorsque 'espace d’état est infini alors
I’étude du comportement asymptotique nécessite d’introduire la notion d’état récurrent et
transitoire. On note

R, =inf{t > T ; X; = x}
le temps de premier retour a I’état x (sous entendu X, = x).
Definition 34. Un état x € E

e est récurrent si

P, (R, <o) =1,
de plus x est

— récurrent positif si IE,(R,) < oo

— récurrent nul si [E.(R,) = o0

e est transitoire si

P, (R, = 00) > 0.

Theorem 16. La loi stationnaire de X existe et est unique si X est irréductible et que tous les états

sont récurrents positifs.
Proof. admis O

Remark 13. Ces notions sont aussi valables pour les chaines de Markov en temps discret. Si les

propriétés de récurrence sont vérifiées pour la chaine de Markov immergé
Zn = XTn’ n> O,

ott les T,, sont les instants de saut, alors elles sont vérifiées pour le processus X et vice-versa. Ces
notions sont abordées dans mes notes de cours sur les chaines de Markov http://pierre-olivier.

goffard.me/mad/.

SiI’espace d’état est infini, il est hors de question de résoudre un systéme linéaire. Il est plus

facile de trouver une loi réversible
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Definition 35. Une loi A sur E est dite réversible si elle vérifie
A(x)q(x,y) = A)q(y, x), pour tout (x,y) € E.
Proposition 18. Soit A une loi sur E, alors
A réversible = A invariante.
Proof.
1Q = ( TpAgen) Topdxgy) - )

(LaceAG1A0LY) Tocp Aplaan) - )

- (0 0 )

O

Remark 14. Si X admet une loi stationnaire réversible alors le processus est réversible dans le temps.

Sur le long terme, on ne fait pas la différence entre les processus X; et Xp_;.

3.5 Processus de naissance-mort

Les processus de naissance-mort sont des processus de Markov X = (X;);5¢ tels que

1 b 0 0 0

i —(p1+ A1) A 0 0

Q=| O 12 —(m2+A2) Ay O
0 0 ’ ’

Example 22. Le processus de Poisson est un processus de naissance dont les taux de naissance sont

constants, égaux a l'intensité de processus.

Pour étudier la loi stationnaire du processus de naissance-mort, on recherche une loi 7
réversible. Elle vérifie

10(x)Ay = T(x + 1)pprq, pour tout x > 0.

On en déduit que

X

1t(x) = n(O)HM.

k=1 Pk
On en déduit 'existence d’une loi réversible si
[o'e] X
Ag
s3]t <o
x=1 k=1 ’/lk

auquel cas

7(0)=(1+S)"".

L'unicité est plus difficile a montrer. Voyons un exemple en théorie des files d’attente.
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3.6 Théorie des files d’attente et loi de Little

Soit un systéme comprenant des clients et des serveurs, caractérisé par trois parametres
1. La fréquence d’arrivée des clients
2. Le temps de service par un serveur
3. le nombre de serveurs

On définit un processus X = (X;);>0 qui modélise le nombre de client dans le systéeme. En
supposant que le processus converge vers une loi stationnaire alors on a la relation suivante

(merci a Little [1961]).

Theorem 17.

avec
* L le nombre de clients moyen dans le systéme lorsque t — oo
* A le nombre moyen de client qui arrive par unité de temps
o W le temps moyen d’attente d’un client dans le systéeme lorsque t — oo

Proof. 11 s’agit plus d’une intuition qu’une preuve rigoureuse (voir Little [1961] pour la preuve) .
Soit (N;);»0 le processus qui compte le nombre de client entrés dans le systeme. Soit Ty, ..., Ty,
les temps d’arrivée des clients. On note Sy, ..., Sy, les temps de sortie du systeme des clients.
On consideére une trajectoire du processus X entre [0, t] tel que Sy, =t et Ty,4; > t. Un exemple

d’une telle trajectoire est donnée par la Figure 3.3. La preuve consiste a calculer l'aire sous la

Xy

Figure 3.3: Trajectoire du processus X; tel que N; = 4.

courbe A de deux fagons. On a d’une part,

1
W= ﬁt;(si—m
(S1=T1)+ (S —Tp) +(S3—T3) = (S4 — Ty)

4

_ 54T+ (S5 -Ty)+(S2=To) +(5: = T5)
4

_ A

= N
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On a d’autre part

1 [t
L = —J. X,ds
t Jo

1-(Th,-T)+2-(T3—To) +3-(T5=S1) +2+(S1 =Sp) +1-(Sp = Ty) + 2+ (T4 — S3) — 1 - (S4 — S3)
t

A
-
On en déduit que

O

Cette loi est trés utile en pratique car on a parfois accés a W facilement mais pas a L ou

inversement. On répond alors a des questions du type
* Quel est la longueur moyenne de la file d’attente?
* Sije vais au magasin, quel est mon temps d’attente moyen avant que le service commence?
* Quel est le temps moyen passé par un client dans le systeme?

Example 23 (file d’attente M/M/1 queue). Supposons que le nombre de client arrivant dans le
systéme est gouverné par un processus de Poisson d’intensité A. Supposons ces unités sont servis par
un unique serveur et que le temps de service soit une loi exponentielle de parametre y. Le nombre de
client dans le systéme est modélisé par un processus X. Ce processus est une file d’attente du type

M/M/1 ou M signifie memoryless. Le générateur du processus est donnée par

-A A 0 0 O
po —(p+ ) A 0 0

Q= 0 H —~(p+A) A 0
0 0

Il s’agit d’un processus de naissance mort dont les taux de naissance et de mort sont constants. La loi

stationnaire existe si

cela équivaut a A < p avec

A1
S_F(l—A/ﬂ)'

On en déduit la loi stationaire du processus

1t(x) = (1 - %)(%)x, pour x > 0.

Il s’agit d’une loi géométrique de paramétre 1 — A/p. Le nombre moyen de clients dans le systéme est

donc



On en déduit le temps moyen passé dans le systéme via la loi de Little avec

L1
A u-A

On peut considérer que la file d’attente comprend tous les client du systéme sauf celui en train d’étre

servi. Le temps moyen passé W, dans la file d’attente est donné par

W, =W-W,

ott Wy est le temps de service moyen. Il vient

A
W, = .
T ulu— )

La longueur moyenne L, de la file d’attente peut étre déterminé par la loi de Little en restreignant le

systéme d la file d’attente. Il vient
/\2
pp=21)

De maniére générale, un processus de type file d’attente atteint la stationarité lorsque les sorties

Ly=AW, =

du systéme dominent les entrées.

3.7 Chaine de Markov subordonnée a un processus de Poisson

Soit Y = (Y,,),,»¢ une chaine de Markov de matrice des transition A sur un espace d’état E. On
peut construire un processus de markov a partir de Y et d’un processus de Poisson N = (N;);>

d’intensité A, indépendant de Y.

Proposition 19. Le processus défini par
X =Yn, t20,
est un processus de Markov de matrice des transitions données par
P, = exp[At(A-T)].

Proof. Soit x,y € E

pi(xy) = P(X; =y[Xo=x)
= ) P(X, =ylXp=xN, =P(N, =k)
k=0

1 k —At
= Y P =yl =0 MET

k=0
S At k- At
- ZAﬁgy—( yew
’ k!
k=0
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exp[At(A-1I)]

01

- ZZ[!((kil)uAl(_l)kl
1=0 k=l

v AT (A k-1

- ;_!;(k—l)'(_l)
= (A

Pour compléter la preuve on vérifie que pour 0 =ty < f; <...,t, des instants et xg, x,...,x, des

états de E, on a
P(Xy, = x0, Xy, = %150, Xy, = %) = By (x0,%1) -+ P, (X1, X)-

I1 faut conditionner par rapport au valeur du processus N aux temps t,...,t, et c’est un peu

fastidieux a écrire. O

On peut identifier le générateur de X par
Q=MA-I).

Inversement a partir d’un processus de Markov X dont les temps de séjour sont bornées, g, < A
pour tout x € E, on observe que
Q

A=—=+I
/\+

est une matrice stochastique?. Il ne faut toutefois pas confondre la chaine Y de matrice des

transition A avec la chaine immergée Z définie plus haut!

3.8 Loiphase-type

Soit une processus de Markov X = (X;);»o sur un espace d’état E U {t} comprenant un état

absorbant caractérisés par un temps de séjour infini, soit

q+ = 0.

Le générateur de X s’écrit alors par bloc avec

T |t
010

2Tous les coefficients sont positifs et les lignes se somment a 1.
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ou t et T sont respectivement des vecteur et matrice carré de dimension Card(E), tel que
t+T1g =0, ou 1 est un vecteur ne contenant que des 1. Le vecteur ¢ correspond aux taux de
transition vers I’état absorbant (les taux d’absorbtion) depuis chacun des état de E. Le temps
d’absorbtion

T:inf{tZOJXt:ﬂ;

suit une loi phase-type, noté PH(a, T), ou « est la loi initiale de X. Les lois phase type sont denses
dans les lois de probabilité sur IR, 3. De nombreuses lois usuelles sont des cas particuliers de loi

phase-type.

Example 24. 1. La loi Exp(X) est une loi phase-type, avec

Schématiquement,

2. Laloi Gamma(k, A), avec k € IN, de densité

/\t/\ktk—l
f(t)= eT, pour t >0,
est une loi phase-type, avec
-2 1 0 010
0o -1 A 010
a= ( 1 0 )r Q = 0
0 0 0 -A]A
0 0 0 0

Schématiquement,

3. La loi h-Exp(p, A1, Ay), de densité
(1) =pAre™M 4 (1—p)Ae™2!, pour t > 0.

est une loi phase-type, avec

A, 0 A
(X:(p 1—p ))Q: 0 —/\2 /\2
0 0 0

Schématiquement,

3N’importe loi sur R, peut s’écrire comme la limite d’une suite de loi phase type.
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Ces distributions donneNT une grande marche de manoeuvre a la modélisation. Leur
représentation sous la forme de graph rend commode l'explication du modele. On retrouve les

lois phase type dans de nombreux domaine d’application des probabilités.
Theorem 18. Soit X une v.a. de loi PH(a, T), alors
1. La fonction de répartition de X est donnée par
F(x)=1-aeT™1
2. La densité de X est donnée par
fx)=ae™t

3. L'espérance de X est donnée par

E(X)=-aT 1
4. La fonction génératrice des moments X est donnée par
Mx(0) = E(e?X) = a(—-01 - T) 't

Proof. Voir Asmussen and Albrecher [2010, Chapitre 9, Section 1] O
En actuariat, les loi phase-type sont utilisées pour

* modéliser les montants de sinistres et le temps entre les sinistres, voir Bladt [2005], voir
également la généralisation de Albrecher and Bladt [2019] pour permettre des distributions

a queue lourdes
¢ modéliser la mortalité, voir Lin and Liu [2007]
* modéliser I’entrée et le maintien en incapacité, voir Zadeh et al. [2013]
* valoriser des contrats de type épargne, voirAsmussen et al. [2019]
e tarifer via la théorie de la crédibilité, voir Zadeh and Stanford [2014]

Lestimation se fait par maximum de vraisemblance au moyen d’un algorithme d’espérance-

maximisation (EM), voir Asmussen et al. [1996].
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Example 25. Le maintien en incapacité joue un réle prépondérant en assurance emprunteur, et en

prévoyance individuel. Les assurés ont généralement trois statuts
{actif, incapable, décédé}

qui peuvent former l'espace d’état E d’un processus de Markov X dont I’état absorbant est t = décédé et

des aller-retours entre les états actif et incapabale, comme sur la Figure 3.4 Le modéle se complexifie en

Incapacité

Figure 3.4: Les états des assurés dans le cadre de la modélisation du maintien en incapacité

distinguant les différentes classes d’age j = 1...,1 associées d des taux d’entrée en incapacité distincts

Bis---sBrs
des taux de retour a lactivité distincts
ViVl
des taux de transitions de classes
Ciye-rCi1s
et finalement des taux de décés distincts
01,.-,0].

Le modeéle complet est donnée par le graph suivant: Il ne reste plus qu’a construire la matrice T :).
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Chapter 4

Mouvement brownien

Le contenu de ce chapitre s’inspire de l'ouvrage de Dobrow [2016] et des notes de cours de

Jeanblanc [2006].

4.1

1827

1877

Un peu d’histoire

Le botaniste écossais Robert Brown (1773-1858) en immergeant dans un liquide au repos
des grains de pollen de la Clarkia pulchella (une espece de fleur sauvage nordaméricaine
d’environ 100 microns) remarqua un comportement désordonné. Il observa au microscope
de minuscules particules de quelques micromeétres décrivant a la surface du liquide des
trajectoires apparemment erratiques. Il utilisa les grains de pollen car ils contenaient des
particules oblongues ayant une forme allongée plus longue que large. Brown était partic-
ulierement passionné par les pollens et il croyait pouvoir suivre leur progression durant
la fertilisation. Il pensait que ce mouvement était causé par un fluide vital provenant
de l'intérieur des grains de pollen. En apprenant qu’Ingenkousz avait observé le méme
comportement pour la poussiere de charbon, Brown renonga a son hypothése du fluide
vital et il réussit a montrer que ce mouvement chaotique se produisait également avec des
grains de matiere inerte. En 1828, Brown publia ses résultats dans un article2 de la revue

The Edinburgh Journal of Science.

ELe physicien Joseph Delsaux (1828-1891) et le mathématicien Pere Jésuite Ignace Car-
bonnelle (1829-1889) ont émis I’hypothése selon laquelle les changements continus de
direction de trajectoires qui donnent lieu au mouvement aléatoire et erratique des grains
de pollen, sont dus aux chocs incessants entre les particules de pollen et les innombrables
molécules d’eau qui sont comparativement beaucoup plus petites que les grains de pollen.
Par conséquent, les petites particules contenues dans les grains de pollen de la Clarkia
pulchella se déplaceraient de facon erratique, car elles seraient heurtées ou bombardées
par des entités invisibles nommément, les molécules d’eau dans lesquelles elles sont im-

mergées. Comme ces molécules sont soumises en permanence a une agitation thermique,
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1900

1905

1923

1948

les particules se déplacent nécessairement les unes par rapport aux autres.

Louis Bachelier soutien a la Sorbonne sa thése de doctorat intitulée « Théorie de la spécu-
lation » rédigée sous la direction du célébre mathématicien Henri Poincaré. Dans cette
these, Bachelier utilise 'idée du mouvement brownien pour modéliser la dynamique des
prix des actions a la bourse de Paris. Sa thése contenait, entre autres, cette idée de lier les
fluctuations boursieres a ’équation de la chaleur. Cette these fut le début de la finance
moderne et le point de départ de la théorie des produits dérivés qui s’appelaient a I’époque
produits a prime. De nos jours, le mouvement brownien est omniprésent dans le modéle de
Black-Scholes pour calculer la valeur théorique de certains contrats d’option, en utilisant
les cours boursiers actuels, les dividendes attendus, le prix d’exercice de l'option, les taux

d’intérét, le délai d’expiration et la volatilité.

Albert Einstein a donné une description quantitative du mouvement brownien et a mod-
élisé pour la premiere fois le mouvement des particules dans un liquide soumises a des
interactions aléatoires. Son article5 de 1905 étudie la probabilité qu'une particule se
trouve en un endroit donné en un instant t. Cet article marque la naissance de la physique

statistique.

1. Le mouvement de chaque particule est indépendant des mouvements des autres

particules.

2. Les mouvements d’'une méme particule pendant deux intervalles de temps disjoints

sont indépendants.

3. le mouvement des particules en intéraction suit une loi normale en vertu du théoreme

de la limite centrale (grand nombre de particule).

4. La trajectoire de toute particule de pollen est continue

En 1923, Norbert Wiener est le premier a développer rigoureusement les bases mathéma-
tiques du mouvement brownien, en construisant une mesure de probabilité sur 1’espace

des fonctions continues réelles.

Paul Lévy est une figure marquante dans le développement du mouvement brownien. Il
publie en 1948 un livre intitulé « Processus stochastiques et mouvement brownien », et
obtient alors de nombreux résultats qui portent son nom. En fait, il donne les conditions

nécessaires et suffisantes pour définir le mouvement brownien.

Il introduit une premiere forme des équations différentielles stochastiques dont 1’étude
sera réalisée de facon systématique par Kiyoshi Itd, le fondateur du calcul stochastique

nommeé aussi le calcul d’Ito.

J’ai repris ses élément du blogpost qui s’intitule Le mouvement brownien: du pollen a l'origine

de la finance moderne
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4.2 Définition
Le mouvement Brownien est un processus en temps continu a valeur dans R.
Definition 36. Le processus B := (B;);>q est un mouvement Brownien si

1. Bp=0

2. B;.s—Bs ~Normal(0,t) (Accroissement stationaire)

3. By,By, = By,..., By, = By, pour 0 < t; <t <...<t, sont indépendants (Accroissement

indépendant)
4. t > B, est continu presque siirement, c’est a dire

P(w € Q ; t+— Bi(w) est continu) = 1.

Il découle de la définition que le mouvement Brownien est un processus de Lévy. La
contribution de N. Wiener a consité a montré l’existence d’un tel processus. Pour une preuve
on pourra se référer a Gall [2012, Chapitre 2]. Les propriétés d’accroissement indépendants et
stationnaires fournissent une méthode de simulation des trajectoires du mouvement Brownien a

I’aide d’'une marche aléatoire sur R. En effet soient des instants
; it o
= —,pouri=1,...,n,
i= P
et t > 0 un horizon de temps. On a

D
By, =B +(By,, —By) =By, +&iv1,

i+1 i+1

ou &;,1 ~Normal(0, t/n). Pour Q € Q) la fonction t — B;(w) est continu mais elle n’est différen-
tiable en acun point. En effet, on note que

dB, _ . Biy-B

~ lim Normal(0,1//
ar ~iSh o Nermal(0, 17k)

4.2.1 Le principe d’invariance et le lien avec la marche aléatoire sur Z
Le mouvement Brownien est en fait la limite de n'importe quel marche aléatoire
Zy=& +...+&, n>0.

dont les incréments &5,..., &, sont i.i.d. de moyenne 0 et de variance 1. Soit le processus (X;);>q

issu d’une interpolation linéaire

Zs, siteN
Xt:

Zig + &1 (t=1Lt]), sinon.
On a alors

D
X,+/\n = By lorsque n — oo

Il s’agit d’'une normalisation du processus dans le temps et 'espace. C’est le principe d’invariance

de Donsker [1951], on parle aussi de théoréme centrale limite fonctionnel.
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Example 26. Considérons la marche aléatoire Z, = &1 +...&,, sur Z avec

P(E=1)=PE=-1)=1/2.

Zt, sitelN
Zi)+ &1 (E=t]),  sinon.

La version normalisée du processus

_ th

=]
Vi

comprend n fois plus de saut sur [0,t]. La taille est réduite d'un facteur 1//n. On vérifie que

x"

Ex")=0
et

n X n
- )
V(Z|tn)) N V(& tn)+1)

n

(tn—l_tnj)2

n
= % + %(tn— |tn])*> — t pour n — co.

Lapplication du théoréme centrale limite permet de montrer que
D
Xt(") — Normal(0, t), lorsque n — oo.

La propriété de Markov forte de la marche aléatoire permet d’établir I'indépendance des incréments du

processus Xt(n).

4.2.2 Le mouvement Brownien en tant que processus gaussien

Definition 37. Un vecteur aléatoire X =( X, ... X, )suit une loi normale multivarié si Zle a; X;

P
suit une loi normale pour tout ay,...,a, € R. La densité jointe de X est donnée par

filo) = 5 e s e )

(2r)P2 det(3)1/2 eXp( 2
oul

p=EX)=( EX)... EX,))

est le vecteur de moyenne et

Eij = COV(Xi,X]'), 1,1 = 1...,p,

est la matrice de variance covariance. On note

X ~M-Normal(p, X)
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Remark 15. Pour simuler un vecteur
X=(X; ... X;;) ~M-Normal(y, X)
On procéde en trois étapes

1. Trouver une matrice A telle que A*A =¥ (via une décomposition de Cholesky'. par exemple). Y.

est une matrice symétrique semi-définie positive.
2. Simuler Z4,...,7Z, i d. Normal(0,1)
3. Poser X = p+ AZ, on peut vérifier que la matrice de variance-covariance est bien ¥
Example 27. Soit (B;);>¢ un mouvement brownien. Pour s <t, on a
(Bs, By) ~ M-Normal(p, X),
oip=(0 0 )et

Y =
s t

En effet, soit ¢1, P, : R — R mesurables et bornée, on a

IE[(Pl(Bs)(PZ(Bt)] 1E[(Pl(Bs)qbZ(Bt_Bs""Bs)]
2 1 2

1 _u< ,27;7_5
L2¢1(”)¢2(V+M)\/2—me s 2n(t—s)e =1 dA(u,v)

On effectue le changement de variable
@:(u,v)— (u,v+u)=(x7).

Le Jacobien® est donnée par

Jdx  dx
& 2 1 0
_| du v | _ _
det], = ooy |7 L =1
du v

On obtient donc par la formule de changement de variable

1 2 _-x?

E[¢1(Bs)p2(By)] = j¢l(x)¢2(y)m5—He% =T dA(x,p).

On reconnait dans I'intégrale la densité gaussienne multivariée avec vecteur de moyenne identiquement

nul et fonction de variance covariance ¥. On en déduit que

\/E _t(xfys/t)2
st|Bt(x|y) = e 2(t-s)
2ms(t —s)

puis

By|B; =y ~ Normal(%y, s(2=9) )

t

1htlps ://en.wikipedia.org/wiki/Cholesky_decomposition

211 faut utiliser les propriétés de la covariance entre deux vecteurs aléatoires, voir par exemple https://en.

wikipedia.org/wiki/Covariance
3déterminant de la matrice Jacobienne qui est une matrice contenant les dérivée partielle d’ordre 1 de la transforma-

tion ¢.
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Le mouvement Brownien est un cas particulier de processus gaussien.

Definition 38. Le processus (X;);>( est un processus gaussien si pour tout n € IN, ty,...,t, € R, le
vecteur

( th Xt” )

suit une loi normale multivarié. Le processus gaussien est caractérisé par

* sa fonction de moyenne

t> m(t) = E(X,)

* sa fonction de covariance

(s,t) > C(s,t) = Cov(X, X;)
Proposition 20. Il y a équivalence entre les assertions suivantes
(i) Le processus B :=(B;);>q est un mouvement Brownien

(ii) Le processus B := (B;);>q, tel que By = 0, est un processus gaussien de fonction de moyenne

m(t) = 0 et de fonction de covariance C(s,t) =s At pour tout s,t > 0.

Proof. (i) = (ii)
Soit (B;);>¢ un mouvement brownien. Considérons des instants ¢; < ... < t, et ay,...,4, des

constantes. On note que
a1 By, +...+a,B, = (aj+...+a,)B; +(ax+...+a,)(By,—By ) +...+(a,_1+a,)(B;, ,—B; ,)+ax(B; —B; ).

Les B;, — By, , sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes donc leur combinaisons

linéaires également. On note que

La fonction de covariance du mouvement brownien B est donnée par
Cov(By, Bs) = E(BsB;)
pour s,t > 0. Supposons que t > s, il vient

[E(B;B;) = IE(B(B;— B+ B)
= [E(B4(B; - B) + B?)
= [E(Bs(B; - By)) + [E(B?)
= [E(B,)E(B; - By) +s

= S

Si s <t alors [E(B;B;) = t par symétrie. On en déduit que
Cov(By, Bs) =t As.
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(ii) = (i) Soit B := (B;);>0 un processus gaussien, tel que By = 0, de fonction de moyenne m(t) =0
et de fonction de covariance C(s,t) = sAt pour tout s, > 0. Nous devons vérifier que ce processus
est a accroissements stationnaires et indépendants. Comme B est un processus gaussien alors

B, s — B; suit une loi normale de moyenne
E(Btys— By) = E(Bys) —E(B;) = 0
et de variance
V(Biis—B;) = V(Biys) + V(B;) —2Cov(Bj,s, Bi) =t +s+t -2t =s

On en déduit que B; et B;,s—B; ont la méme loi Normal(0, s). Le processus B est a accroissements
stationnaires. Pour montrer que les accroissements sont indépendants, il suffit de montrer qu’ils

ne sont pas corrélés puisqu’ils sont gaussiens. On a par exemple, pour 0 < g <r<s<t

Cov(B; - B, B, —-B;) = Cov(B; - B, B;) — Cov(B; — By, By)

Cov(By, B,) — Cov(By, B,) — Cov(B;, By) + Cov(Bs, By)

r-r—q+q=0.
La fonction de covariance est une forme bi-linéaire symétrique. O

La classe des processus Gaussiens est tres large. Parmi les fonctions de variance-covariance

classiques, on trouve
1. C(s,t) =st

2. C(s,t) = 02Ty,

3. C(s,t)=exp (—(Sz_ltz)2

),l>0
4. C(s,t) = exp(—zsi“z(”l(—;‘”/”), >0

Ces fonctions meénent a des processus tres variés.

Remark 16. Les processus gaussiens sont des outils tres utiles en apprentissage statistique. On trouve

également des applications en actuariat
* Pour prédire des taux de mortalité voir Huynh and Ludkovski [2021 ] et Wu and Wang [2018],
* Pour le provisionnement voir Ludkovski and Zail [2022].

Pour des explications sur la regression par processus gaussien, voir https://arxiv.org/html/2009.
10862v5
4.3 Propriétés

4.3.1 Transformation du mouvement brownien

Proposition 21. Si B est un mouvement brownien alors les processus définis par
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1. -B,

B,
2. =<, pourc=0,
3. tBy, pour t >0,

4. By,s— B pour tout s >0,

sont aussi des mouvements browniens.

Proof. Ces processus sont des processus gaussiens, il suffit alors de vérifier que la fonction de

moyenne et de covariance vérifient respectivement

m(t) =0, et C(s,t) =s At, pours,t > 0.

4.3.2 Propriétés de Markov

Le mouvement Brownien (B;);>( est un processus de Markov homogéne sur un espace d’état

continu.

Proposition 22. Soit (F;);»o une filtration de (B;);»o. Pour g : R — R une fonction mesurable et

bornée et s,t >0, ona

E(g(Byyo)|7] = E[g(Brus)B] = fg(y)KABs,y)dy,

ol

2
e

est le noyau de transition du mouvement brownien. Il s’agit en fait de la densité conditionelle de B,

sachant B, = x.
Proof. Soit Z une v.a. F;-mesurable, on a
E(E[¢(Bi,)lE]Z) = E(E[g(Bi,-Bi+B)I%]2)
= E [g(Bt+s - B+ BS)Z]

- fg(x+y)sztNBs,Bs,z(x,y,z>dA<x,y,z)

fz(fg(x+y)fBHS_BS<x>dA<x>)st,z<y,z)dA(y,z>

) IE[U g ("+Bs>th+s—Bs(x)dA(x))Z]

On en déduit que
~

Elg(Bis)l %] = | g(x+Bj)fp,, b (x)dA(x)

( 1
= X+ B,)—— ex
ng( s) oo p[ T
" 1 (y_Bs)z
ex —
ng(y) o p[ 7
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On peut effectuer le méme raisonnement pour IE[g(B;,s)|B;]- O

On utilise dans la preuve précédente la définition formelle de I’espérance conditionnelle. Il
s’agit d’une application direct d’un résultat sur ’espérance conditionelle, voir Le Gall [2006,

Theoréeme 11.3.4].

Theorem 19. Soit (B;);>o un mouvement brownien, (F;);>q sa filtration et T un F-temps d’arrét tel

que {T < oo} presque siirrement. Le processus

(7)

B; =B, —B;

est un mouvement brownien indépendant de F,.

Proof. La preuve est un peu plus technique que pour la propriété de Markov simple, voir Gall

[2012, Theoreme 2.3]. O

On peut utiliser la propriété de Markov forte pour déterminer la loi du temps d’atteinte du
niveau > 0 défini par
T, =inf{t >0 ; B; = a}.
Remark 17. Le temps d’arrét t, est fini presque siirement au méme titre qu’une marche aléatoire

équilibré est récurrente. Pour une preuve de ce fait voir Gall [2012, Corollaire 2.3].

Proposition 23. La densité de T, est donnée par

a 2
fr, (1) = —3e_“ 2t pour t > 0.
2t

Proof. Par la propriété de Markov forte le processus B;,, —a est un mouvement brownien. On

en déduit que

P(B; > al|t, <t) IP(By - B, > 0|7, <)

E(I,-p, >olr,<t)
P(r, <t)

t
]E[f HBtBS>OfTa(S)dS]/]P(Ta <t)
0

JtP(Bt =B, > 0)f, (s)ds/IP(t, < 1)
0

L ds/P(r, < )= L
J;Efra(s) S (Ta< )—E

car le processus a partir du temps 7, se comporte comme un mouvement brownien qui aurrait

initialisé au niveau 4. On note que

P(B; > al|t, <t) = ];((Ij:—zo;))
puis
P(r,<t) = 2P(B;>a)
= 2P(By/Vt>a/Vh)

= 2(1-¢(a/Vh),
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ou ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée-réduite. On obtient la densité en

dérivant par rapport a t. O

4.3.3 Propriété de Martingale

Proposition 24. Soit (B;);»o un mouvement brownien et (F;);»q sa filtration alors les processus

définis par

1. B,

2. B>t

3. o0Bi—0;
sont des martingales.
Proof. Soit s < t.

1. On a
E(B;|F) = E(B; — B + By|F5) = IE(B; — B) + Bg = B

2. Ona

E(B} - t| %) E((B; — B, + By)’| %) - t
= [E((B; - B;)? +(B; - By)B + B}|F;) — t
= [E((B; - B;)?) +E(B, — Bs)Bs + BZ — t

_ pn2
= B;-s

3. Comme B; est un processus de Lévy alors le processus
exp[0B; —tk(0)], t >0,

est une martingale, avec

x(0) = log(IE(eaB1 ) = 02/2.
O

L’étude du temps d’arrét t, permet également d’étudier la loi jointe du mouvement brownien

et de son maximum courant défini par
St = sup B,.
0<s<t
Proposition 25. Pour tout t >0, sia>0et b <aalors

En particulier, on a

St~ |Bt|-
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Proof. On note que
]P(St > a,Bt < b) = ]P(Ta < t,Bt < b)

Soit le processus

_ By, sit<rt,
Bi‘ =
a—(B;—a), sit>1,

Le processus (B;);>q est le processus réfléchi en a a partir de 7,. Un exemple est donnée sur

la Figure 4.1. La Figure 4.1 montre la bijection entre les trajectoires de B; qui vont du niveau

Bt}Bt

Figure 4.1: Une trajectoire du mouvement brownien (B;); et de son processus réfléchi (B;);so.

a au niveau b et celles qui vont de a a 2a — b entre 7, et t. Le processus réfléchi a partir de 7,
se comporte comme un mouvement brownien issu de a aprés t,. Les processus B; et B; ont

exactement la méme loi de probabilité. Cela permet d’écrire

P(t,<t,B,<b) = P(1,<tB;,>2a-b)

IP(t, <t B; > 2a—b)

= IP(B, > 2a-b).
Pour la second assertion, on note que

P(S;>a) = IP(S;>a,B;<a)+P(S;>a,B;>a)
= IP(S;>a,B;<a)+P(B; >a)
= IP(B;>a)+P(B; >a)
= 2IP(B; >a)
= IP(-B;<a)+P(B; >a)

= P(IBi| > a).
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4.4 Variante du mouvement Brownien et application

4.4.1 Le mouvement brownien avec dérive
Definition 39. Soit (B;);»o un mouvement brownien. Pour p € R et o > 0, le processus
Xy =put+0B;, t >0,
est le mouvement brownien avec dérive de paramétre de tendance p et de variance (ou volatilité) o.

Example 28. Le processus
N;

X;=x+ct+0B; - U;, t>0,
i=1
est le processus de ruine perturbé par le mouvement brownien. l'ajout du mouvement brownien permet
d’ajouter des fluctuations dans le processus de collecte des primes par exemple.
4.4.2 Le mouvement brownien géométrique
Definition 40. Soit (X;);>o un mouvement brownien avec dérive de paramétre p et 0. Le processus
S;=SpeXt, t>0,

est le mouvement brownien géométrique.

Le mouvement brownien géométrique est utilisé pour modéliser le prix des actifs financier.
Il est toujours positif et conduit a des rendements S;/S;_; i.i.d. de loi lognormal, ce qui signifie

que les log rendements vérifient

log(%) ~ Normal(g, a?).

4.4.3 Le pont brownien

Definition 41. Soit (B;);»o un mouvement brownien. Le processus
Xy =By —tBy pour 0<t <1,

est un pont brownien.

Proposition 26. Le pont brownien est un processus gaussien de fonction de moyenne m(t) = 0 et de

fonction de covariance C(s,t) =s At —ts.
Proof. Voir TD 4 exo 2. O
On note que Xy = X; = 0 et que V(X;) = t — t? (voir TD4 exo 2).

Example 29. Le pont brownien apparait dans le test d’adéquation a la loi uniforme de Kolmogorv-

Smirnov. Supposons que nous soyons en présence d’un échantillon Uy, ..., U, d’observation comprise
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entre 0 et 1. Nous souhaitons tester 'adéquation de la loi Unif([0, 1]). Nous comparons donc la fonction

n
Fn(t) = ZHU,‘SI
i=1

avec la fonction de répartition de la loi uniforme donnée par

de répartition empirique

F(t)=tpour 0<t<1.
Le test de Kolmogorov-Smirnov considere la distance

D, = sup |F,,(t) —t|
0<t<1

Soit le processus X, = \/n[F,(t)—t], 0 <t < 1. Sous Hy les données proviennent de la loi uniforme et

donc d’aprés le théoréme centrale limite
X; ~Normal(0, (1 —¢t)), pour n — oo.

de plus Xy = 0 et X1 = 0. On peut montrer que le X; converge effectivement vers un pont brownien
en utilisant le principe d’invariance de Donsker. Le test repose alors sur la loi de supy ;<1 Xy, le

maximum atteint par le pont brownien.
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Chapter 5

Intégrale stochastique

L'objectif de ce chapitre est de définir des quantités du type

J-thds, (5.1)

0
ff(s)st, (5.2)
0
et

t
f X,dB;, (5.3)
0

ou (X;)s»0 est un processus cadlag, t — f(t) une fonction du temps et (B;);>( est un mouvement
Brownien. Supposons que le mouvement Brownien et le processus X soit défini sur un espace
probabilisé filtré (Q, F, F,P), en particulier le processus X est F-adapté. La premiere intégrale

(5.1) est en fait une variable aléatoire
t
wel- f X,(w)ds.
0

Il s’agit de I'intégrale d’une fonction continue sur intervalle bornée, c’est l'aire sous la trajectoire

du processus X jusqu’au temps t. Par exemple, pour le processus de Poisson, on a

t Ntfl
j N.ds = Z kAT + Ny(t - Ty,)-
0 k=0

L’intégrale (5.2) est I'intégrale de Wiener et I'intégrale (5.3) est celle d’Ito. Le contenu de ce

chapitre s’isnpire des notes de cours de Jeanblanc [2006] et de I'ouvrage de Dobrow [2016].

5.1 l’intégrale de Wiener

5.1.1 Lespace £L*([0,T],R)

Soit T > 0 (potentiellement T = c0) un horizon de temps, on note

T
£2([0,T],R) = {f :[0,T]—~ R; j If (s)]ds < oo}.
0
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Remark 18. Pour T < oo toutes les fonctions continues et les fonctions bornées sont dans £L*([0, T], R).

L'espace de fonctions Lz([O, T],R) muni du produit scalaire

T
<fg>= jo F(s)g(s)ds

est un espace de Hilbert, un espace veectoriel normé complet et muni d’un produit scalaire.
Pour toute fonction f € £2([0, T],R) il existe une suite de fonctions en escalier (f,),so tel que

1/2

T
0f ~ folla = (L [F(s) - fn<s>]2ds) L, 0 pour 1 co.

5.1.2 Intégrale d’une fonction en escalier

Soit .
=) ailly,)
i=1

avec 0 =ty <t; <...<t,; =T. Lintégrale de Wiener de f est donnée par

T T n n tivl n
()= [ b= [ ) il dBo= ) o [ U= ) aih, By
i1 i=1 i i=1

Remark 19. On peut faire un paralléle avec 'intégrale de Riemann-Stieljes. Soient deux fonctions

F, g continues. L'intégrale de Riemann-Stieljes notée

T
f ¢(s)AE(s)
0

est approchée par la limite de sommes du type
Y &EE(ti) ~ F(t)
i=1

pour 0 =t; <t <...<t,, =Tett] €(tjtii1] Lepassagea lalimite pour n — oo revient d considérer
des partitions de plus en plus fines de U'intervalle [0,T). L'intégrale de Riemann-Stieljes de g par
rapport a F s’interpréte comme une somme des valeurs prises par g sur [0, T] pondérées par F. Si F
est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X continue, a valeur dans R alors f = F’ est la

densité de X et I'intégrale de Riemann-Stieljes correspond a l'espérance de g(X). On a

Elg(X)] = fg(x)f(x)dx - jg(x)dP(x»

on peut parler dans ce cas de moyenne pondérée. L’intégrale de Wiener est une généralisation de
Uintégrale de Riemann-Stieljes avec une intégrale par rapport au mouvement brownien qui est une
fonction aléatoire continue. L'intégrale de Wiener est une v.a. et on retrouve une intégrale de Riemann-
Stieljes pour w € () avec

n

T
I (f)(w) = fo f($)dBs(@) = Y f(£)(By,,, (@)~ By (@))

i=1
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Soit F; = 0(B;, s <t), 'intégrale de Wiener est une variable aléatoire sur (QQ, F, %, IP) gaussi-

enne d’espérance nulle et de variance donnée par

V[Ir(f)] = V[iai(BtM —Btf)l = iafW(Btm _Bt,-) = i (tiy1— j f(s)
i=1 i=1

i=1

L'application f + I7(f) est linéaire. En effet, pour 4,b € R et f, g deux fonctions en escalier alors

It(af +bg) =alr(f)+bIr(g).

Enfin pour deux fonctions en escalier, on a

E[Ir(f)Ir(g)] = IT(f)+17(8) = V(I (f)) - V(Ir(g))]

v
T
- Lf(s)g(s)ds

Lapplication f + Ir(f) définie une isométrie (application qui conserve les longueur!) de

N = I\JIH

52([0, T],R) (fonction en escalier de carré intégrable) dans LZ(Q,}',IP), I’espace des v.a. de carré

intégrable (telles que E(X?) < c0). On a

<Ir(f)Ir(g)>=<f,g>.

5.1.3 Cas général
Pour définir I7(f) pour f € £2([0, T],R), on utilise I'isométrie et le lemme suivant

Lemma 5. Soit (X,,),>0 une suite de v.a. X,, ~ Normal(u,, o 2) convergeant vers X en norme L2, ce
qui signifie que
E(|X,, — X|?) — 0 pour n — co.

Alors
Hy — W, 0y >0, et X ~ Normal(y,az)

Pour f € £L?([0, T],R), soit (f,),>1 une suite de fonctions en escalier telle que

fu = fll2 = o0

Les v.a. I7(f,) sont des v.a. gaussiennes. Comme (f,),>; converge alors c’est une suite de
Cauchy alors la suite (I7(f,)),>1 est de Cauchy comme £?(Q, F,IP) est complet alors la suite
(It(f4))n=1 converge vers une v.a. dans £2(Q),F,P) qui est aussi une v.a. gaussienne notée
Ir(f) ~ Normal(O JO ds) Lintégrale de Wiener f +— Ip(f) est linéaire et définie une

isométrie de de £2([0, T], R) (fonction en escalier de carré intégrable) dans £?(Q, F,P).

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Isometry
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5.1.4 L’intégrale de Wiener vue comme un processus gaussien

= I(f) = J:f(s)dBS, t>0,

et }}B = 0(Bs,s < t) la filtration naturelle du mouvement brownien (B;);»o. On note que, pour

Soit le processus

s,t>0,

M s — M, = f f(u)dB, € (B, —Bs, u €[s,s+1]),
S

est indépendant de M; € o(B,, u <s).

Theorem 20. Le processus (M) est un processus gaussien F;P-adapté, centré, de fonction de

covariance donnée par
tAs

C(s,t) = 2 (u)du

0
De plus, M est d accroissement indépendant.

Proof. Lav.a.

rt

a [ f(s)dB, +azf £(s)dB,

Jo 0

alMtl + athZ

rt t
= o [ f(s)dB, +azf £(s)dB,
JO 0

rt fy

= m f(s)st+a2f

Jo

ty
dB dB
e s+u2£1 £(s)dB,

= (a1 +ay) f( s)dB; +a, tzf(s)dB
ty

est gaussienne (somme de deux gaussiennes indépendantes) pour tout a;,a, € Ret 0 <t <t;.
Comme [E(M;) = 0, alors M est un processus gaussien centrée. On calcule la fonction de

covariance , soit s < t alors

C (1\’Itf j\/Is ) = IE(

o )

|
ol e
- E »(J:;f(u)dBu)z]+1E[£tf(u>d3u]1EU0 fwias,

J:fz(u)du,

par symétrie on obtient C(s,t Io u)du, sis>t.

Proposition 27. 1. Le processus (M) est une F-martingale.
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2. Le processus
t
X, =M} - J f(s)%ds, t >0,
0

est une F,B-martingale.

3. Soit f,g€ L2(R,,R) ets,t>0,0na

]E[Ltf(u)dBu J:g(v)dBv] = Lsmf(u)g(u)du.

Proof. 1. Le processus (M;);s( est 52 adapté, de plus par I'ingégalité de Cauchy-Schwarz, il
vient

1

t 3
115(|Mt|)SIE(M3)7 (L f(u)du) < 0.

On a, pours <t,

E(M,|RE) E(M,; - M, + M{|%F)

IE(Mt - Ms) + Ms

= M.
2. Ona, pours<t,

E(X,|7E)

t
rE(M?lJ—;‘*)—f f(u)du
0
t
- E((Mt—MﬁMs)Zu;B)—f £ () du
0
t
_ E((Mt—Ms>2|J-;B>+zlE((Mt—MS>M5|J-;B>+M3—f f(u)?du
0
t t
= J.f(u)zdu+2E(Mt—Ms)M5+Mf—J f(u)du
s 0
= w2 [ fpdn
: Lf(u) ’

3. On a, pourT > max(s, t),

E U:f(u)du Lsg(u)dv]

T T
IE|:L f(”)H[O,l‘](”)CIBM—[O g(v)H[O,s](v)dBv]

T
- fo £ (g0, (1) 01l

L fu)g(u)du.

5.2 L’intégrale d’Ito

Soit un processus (X;);so, cadlag, #B-adapté et tel que

t
IE(J‘ stds) < oo, YVt > 0.
0
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On souhaite définir I'intégrale
t
j X,dB,.
0

5.2.1 Cas des processus étagés

Un processus étagé est défini par
n
Y, = ZQiH]ti,tM](t)
i=1

avec (t;);>1 une suite croissante et 0; € [lZ(Q,}'tiB,IP) pour tout i = 1,...,n. On définit alors

t n
hWhjfm&=Z@wm—&>
i=1

On note que 6; est indépendant de (B;, , — By,) et que

IE(QI(Bt _Bti)ej(Btj+l - Bt])) = O, pour l * ]

i+1

En effet, sans perte de généralités, on peut supposer que f; < t;, dans ce cas By, — By, est

indépendant de 0;(B;,,, — B;,)0; et

E’(ei(Bti+1 _Bt,’)ej(Bt]url _Bt])) = IE(Qi(BtHl _Bl‘t)e])IE(Btﬁrl _Bt ) =0

j

On en déduit que E(I;(Y)) =0, et

V(I(Y)) E(I,(Y)?)

E

n
Z Gi(BtHl _Bti)ej(Bt]‘+1 _Bt]‘)
i,j=1

= [E

ieiz(Bfm _Bl‘i)z
i=1
n
= E 91'2(Bfm _sz‘)2
i=1
1=

Y EO)(ti1 — 1)
i=1

Jotnz(ef)ds = IE(J: efds).

5.2.2 Cas général
Les processus (X;);>o cadlag de carré intégrable, équipé de la norme
X115 = IE(JX,?dt) < oo,

forment un espace de Banach? (espace vectoriel normé complet). On peut définir une suite de

processus étagés Y" := (Y/");>o pour n > 1 vérifiant

t
E [J. (X5 — YS”)zds} — 0, lorsque 1 — oo.
0

2L’espace de Banach différe de l'espace de Hilbert car la norme n’est pas forcément issu d’un produit scalaire.
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On montre ensuite qu’il existe une v.a. I;(X) € [Zz(Q,]-'tB,IP) telle que
E(|L(X) - I,(Y™)|*) = 0 lorsque 1 — oo,

on note alors
t
I(X) = J X,dB;.
0

Contrairement a l’intégrale de Wiener, I'intégrale d’Ito n’est pas une variable aléatoire gaussi-

enne. On retrouve cependant certaines propriétés de I'intégrale de Wiener.

Proposition 28. Soient X,Y deux processus cadlag de carré intégrable, ﬁB-adupté. Soient a,b € R et

O<u<t.Ona

1. L(aX +bY) = al,(X)+ L(Y)

N

. Jo XodBy = [ X;dB, + [ X,dB,
3. E(I,(X))=0

4. V(I,(X)) = B( [, X2ds)

5. (I4(X))s=0 est une F-martingale.

6. Le processus

I,(X)? - szzds, pourt>0
est une F-martingale.
Proof. Les raisonnements se rapprochent de ceux effectuer pour l'intégrale de Wiener. O

Example 30. Nous souhaitons calculer fot BydB,. Soit une subdivision de [0, t] définie par

i n
=2t j=01,..,2",

et un processus étagée égale d
2?’!
n _
Y= ZB%H(U—M]']
j=1
1. On montre que Y]' — B, au sens ot

t
IE(I (Bs — YS”)zds) — 0 (convergence en moyenne quadratique intégré)
0
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¢ , ~t on 2
lE(J (Bs—Y]") ds) = E Bs— ) By I \1)(s)| ds
0 Jo =
f‘t 271 2
= E Jo Z(Bs_Btj_l)H(tj_l,tj](s)] ds
j=1
~t on
= E I Z(Bs—Btj)zll(tjfl,tj](s)ds (termes croisé nuls.)
j=1
on tj
= E ZJ (Bs—By,)*ds
j=1 711

21 t
- ZJ’ E[(B, - B, ,)*]ds
j=1 2t
2" t]
= Zf (s—tj_1)ds
j=1 2t

211
1
= 5 Z(t] - t]’*l )2
j=1
1., t?
= EZ”W = t2/2n+1 — 0

2. On calcule

21’!
= ZBI‘]',I (Bt] _Bt]',l)
j=1
21’!
= Z[—(Bt]-Jthj_l) (B¢ _Bt] 1)] (B; _Bt]_l)
j=1
le 271
1 1
= 2 ( %—Btzjl)—z (Bt]-_ t]_1)2
j=1 j=1
271
1 1
= EB? ) (Bt] - t]_l)z
j=1

3. On calcule

lim I,(Y") (convergence en moyenne quadratique)

n—oo

On peut monter que

2
E Z(Bt], - Btj—l )% — t] — 0, lorsque n — co.

=1

Soit Z,, = Z]zll(Bt]. -B;, )2, on note que

E(Z,) =t
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Il faut donc montrer que V(Z,,)) - 0. On a

21’1
V(Z,) = ) V[B,-B )]
j=1
2" t 2 n
- z(_) =2t(5) -0
2n
j=1

On en déduit que
lim I,(Y") = %(Bf —1).

n—oo

Conclusion:

1
stst = E(Bt2 —1).

5.3 Equation différentielle stochastique

Considérons 1’équation différentielle suivante:

dX
d_tt = ]lXt, et XO = Xp-

Il s’agit d’'un modeéle de croissance exponentielle de parameétre y. La solution de I’équation est
donnée par

X; = xpet, t > 0.

L’idée est de prendre en compte l'incertitude autour du parametre de croissance y en ajoutant
un terme d’errreur noté (W;);>q, avec

dX
d_t’t = (]/l+ UWt)Xt.

Le terme d’erreur est un processus stochastique appelé bruit blance et défini de maniere in-

formelle par
_Bin—B: dB,
h dt -’

Cela conduit a une équation différentielle stochastique (EDS)

Wi

dXt = ’/lXtdt + O'XtdBt.

La solution est un processus défini sous forme intégrale par

t t
X; :x0+/4J- X5d5+0J X,dB;.
0 0

5.3.1 Processus d’Ito et lemme d’Ito

Definition 42. Soient deux fonctions p: [0,00)x R+ Ret 0 :[0,00) xR+ R,. On appelle processus

d’Ito, un processus X := (X;);»q défini par

t t
Xy =x0+ j u(s, Xs)ds + f o (s, X,)dB;.
0 0
Le processus X est solution de ’EDS

dXt = ’/l(t,Xt)dt + G(t,Xt)dBt.
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Example 31. 1. Le mouvement Brownien (B;);>q est un processus d’Ito X avec

}/l(t,Xt) = O et O(t,Xt) = 1.
2. Le mouvement brownien avec drift
X;=put+0B;

est un processus d’Ito avec

ut,X;)=peto(t,Xy) =o.

Sa dynamique est gouvernée par I'équation

dXt = ’/ldt + O'dBt

3. Le mouvement Brownien géométrique
X, = Xoe(,ka?/Z)tht, >0,
est un processus d’Ito dont a dynamique est donnée par
dX; = X;pdt + X,0dB;,
comme on le verra plus tard!

On parle aussi de diffusion, u est le parametre de dérive ou drift et o est le parameétre
de volatilité. Les processus d’Ito ne sont pas simples a étudier, on préfére généralement des

processus dont la dynamique est donnée par
dY; = ji(t)dt + 6(t)dB;,

ou ji et & sont des fonctions déterministes. En effet, dans ce cas on peut calculer facilement la

moyenne
B =30+ [ fsids,
et la variance
V(Y,) = jd(s)zds.
Le lemme d’Tto permet d’établir la dynamique d’une transformation f : [0,00) X R — R du

processus X. On choisit f de telle sorte que df (X;) = dY;.

Theorem 21. Soit f : [0,00) x R > R une fonction de classe C* alors

of of _ o%(X) Pf of
X)) === Xi)=—+ ———— = , X¢)=—dB;.
df(t, Xy) of +plt t)8x+ 2 o2 dt+o(t t)axd t
A noter que % et g—i sont les dérivées partielles de f par rapport a la premiére et deuxiéme variables
respectivement.
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La formule d’Ito est issue d'un développement de Taylor de la fonction f. On a

of . Of 1 2
df = dt+3_d +§8T(dx) +...+ o(dt) pour dt — 0.

En substituant x par X; et donc dx par dX; = u(t, X;)dt + o(t, X;)dB;, il vient

df aa]:dt+ f[y(t X,)dt +o(t, X,)dB,] + = azf(pt(t X,)dt +o(t, X,)dB,)? +

of
—-dB,

( f + g—f/,t(t Xt))dt+0(t,Xt)

L2

> 55e [12(£.X)(dt)? + 02 (£, X,)(dB,)? + 2pu(t, X,)or (£, X,)dBydt | + ..

Au voisinage de dt — 0, (dt)? et dtdB, converge vers 0 plus vite que (dB;)? = O(dt) (en moyenne

quadratique). On en déduit que

J J d Jd
af(t,X,) = (af eutt x4 ;Xf)afz)dt o(t,x) % aB,

On illustre I'utilisation du lemme d’Ito pour effectuer des petits calculs intégrales
Example 32. Calcul de Jot B,dB,. On applique la formule d’Ito sur f(t,B;) = B?. On note que

2
B_f Bf —erta—f 2.
Jt

=0 ox ox?

Lapplication de la formule d’Ito renvoie
dB? = dt + 2B,dB,

Par intégration entre O et t, il vient

t
)
fo B.dB, = E(Bt ~t)
On peut également s’intéresser a des EDS célébres
Example 33. 1. Soit (X;);0 un processus d’Ito de dynamique
dXt = ’/lXtdt + GXtdBt

On applique la formule d’Ito avec f(t,X;) =1In(X;). Ona
p) 2 2
—f:O, a—f:leta—f:—l .
ot dx x  0Jx2 X
Il vient

—taB,

X 2x?
dlnXt:[0+Q g f]d oX

X, 2X7 Xy

puis en intégrant entre 0 et t, on obtient
o2
InX;-InX, = (;4 - 7)t+ 0B,

et finalement
2

thXoexp[(y—%)t+oBt .

(X})i>0 est un mouvement brownien géométrigue.
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2. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un processus d’Ito dont la dynamique est donnée par
dX; = -r(X; — p)dt + 0dBy,

ou r,y et o sont des paramétres > 0. Ce processus implique un retour vers la valeur moyenne
u avec une vitesse de retour d la moyenne calibrée par r. En finance, ce modéle est connu sous
le nom de modéle de Vasicek. Il est utilisé notamment pour modéliser des taux d’intérét. On

applique la formule d’Ito sur f(t,X,;) =e"'X,

Il vient

d(e") = (re"" X, ~r(X, — p)e" +0)dt + oe' dB,.

En intégrant entre O et t, on obtient

t
Xy =p+(Xg—p)e "+ UJ e "=)4B,
0

En supposant que X soit constant alors X; ~ Normal(y +(Xo—p)e", g—j(l - e‘Z”)). La loi

. . 2
limite, pour t — oo est une loi Normal(y, %)

5.3.2 Schéma d’Euler-Maruyama

La forme différentielle des processus d’Ito conduit a une méthode de simulation de trajectoire.
Considérons

dX, = p(t, X;)dt + o (t, X;)dB;.

Le schéma d’Euler Maruyama permet de générer une suite Xy,..., X, qui approche le processus

(Xt)i>0 sur un intervalle [0, T]. Considérons la subdivision

iT |
ti:ﬁ,l:O,...,N.

On approche dBy, par By, — B, , ~Normal(0,T/N). On définit

T T
Xiv1 = X; + ll(ti)Xi); +0 (i, Xj)y ;Zir
id.

avec Z; L Normal(0, 1).

5.4 Changement de probabilité et théoréeme de Girsanov

5.4.1 Changement de probabilité

Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et Z une v.a. positive d’espérance 1. On définit une mesure

de probabilité Q sur F telle que

Q(A) =EY(Z1,) = f ZdP.
A
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Un v.a. X est Q intégrable si Z - X est IP-intégrable et on a
EQ(X)=ET(Z-X).

Si on munit 'espace probabilisé d’une filtration % et qu'on considére un processus (Z;);>q

Fi-adapté. Supposons que [E(Z7) = 1. On peut définir des lois de probabilité sur Fr avec
Q(A) =E"(ZrILy).
Pour que IP et Q soient des mesures de probabilité équivalentes, c’est a dire, que
P(A)=0Q(A)=0, YAe F

11 est suffisant que Z1 > 0. Dans ce cas Z7 est la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport a
IP. On peut définir des probabilité équivalente a IP restreinte a ; (c’est a dire sur (QQ, %, P)) pour
t < T avec

Q(A) = E¥(LilLa), YA €
ou L; = [E(Z7|F). Le processus L; est en fait une martingale et si Z; est lui-méme une martingale
alors L; = Z;.
5.4.2 Theoreme de Girsanov

Soit (B;);>p un mouvement brownien défini sur I'espace probabilisé filtré (Q, F, ]-"tB,IP). Le
processus

Z = exp (0B, —16%/2), 2 0

pour 0 € R est une F5-martingale de moyenne 1. pour un horizon de temps T > 0, on définit la
probabilité sur }'TB par
Q%(A) = E¥(Z911,).

Theorem 22. Sous la mesure Q?, le processus

est un mouvement brownien.

Proof. Soit le processus

- t
L;\:exp(ABt—)\zz), t>0et AeR.
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Pour tout s<t< T ettout A e .7-"SB, on a
Eqo(Lila) = Ep(Z7Lily)
= Ep[Ep(Z9L{ 14 5P)]
= Ep[ZlL}4]

[ 62 A2
= Ep exp(@Bt -t AB, -0\t — 7t)IIA

= IEI[) -exp((9+/\)Bt— (6 +2A)2 t)]IA]

[ 6+ A)>
= Ep exp((8+/\)Bs—( +2 ) S)I[A]
= Bp[L201,]
_ A
= Eoy[LT4]

Cela permet de conclure que (L}');s( est une martingale sous Q?. cela implique que le processus

B est un mouvement brownien sous Q% puisque
~ t
IEQ(exp()\Bt)) = eXp(12§)+, pour tout ¢ > 0.
C’est un processus de Lévy d’exposant de Laplace x (1) = 12/2. O

Example 34. Considérons le mouvement brownnien géométrique dont la dynamique sous une proba-
bilité IP est donnée par

dXt = }lXtdt + GXtdBt.

Soit B, = B, + %t, t > 0. D’aprés le théoréme de Girsanov, (B,);s( est un mouvement brownien sous la
probabilité Q définie par
Q(A)=EP(Z01y), t< T, Ae Fr,

avec Z? = e0Bi10%/2 o g = —p/o. La dynamique sous Q de X, est donnée par
dXt = GXtdEt.

Le drift a disparu. De plus, (X;)sq est une martingale, par application du lemme d’Ito sur f(t,X;) =
log(X;), il vient
~ 0'2
Xi‘ = XO eXp(UBt — 71’)
Le théoréme de Girsanov permet de simplifier la dynamique de X. L'application en finance est discuté

dans la Section 5.5.

5.5 Application aux maths-fi: Le modele de Black-Scholes-
(Merton)

5.5.1 Le Setup

Soit une économie comprenant deux actifs I’'un risqué, ’autre non. Le prix de l'actif risqué

(action ou indice boursier) est un processus S défini sur un espace probabilisé filtré (Q, F, 7, P)
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dont la dynamique est donnée par
dSt = ]JStdt + O‘StdBt,

ol (B;);»0 est un mouvement brownien standard indépendant de S la position initiale de X.

Par application de la formule d’Ito sur In S;, nous obtenons
Sy =Soexp[(pu— o%/2)t + 0B;], t=0.

De son coté l'actif sans risque (bond du trésor américain ou livret A) admet une dynamique

déterministe avec

ds? =rS?dt.
ou r > 0 désigne le rendement de 'actif sans risque. En supposant que S{ = 1, il vient

S =e".

Un portefeuille contient contient a l'instant + > 0 une certaine part d’actif risqué et d’actif
non-risqué. Soit (a;);>0 et (b;);>0 deux processus F-adapté égale au nombre d’unité d’actif
risqué et d’actif sans risque contenu dans le portefeuille. La valeur du portefeuille est donnée
par

Vt :at5t+bt5l9, t>0

le couple (ay, by )i est une stratégie d’investissement. Nous supposons que la stratégie d’investissment

est auto-finangante, c’est a dire que les fluctuations de la valeur du portefeuille ne sont dues

qu’aux fluctuations des prix des actifs. Cette hypothése se traduit par
th = atdst + btdS? = (ﬂtll/lst + bﬂ’S?)dt + atOStdBt.

Nous souhaitons donner un prix juste a une option européenne de maturité T et de prix
d’exercice K. Selon Black, Scholes and Merton, la valeur juste est caractérisée par deux hy-

potheéses

* L'existence d’une stratégie autofinancante permettant la réplication exacte du pay-off de

l'option.

 Sil'option était vendu a un prix autre que le prix juste alors il y aurait une opportunité

d’arbitrage, soit La possibilité d’un profit infini sans aucune prise de risque.

5.5.2 Laformule de Black-Scholes

Prenons I'exemple d’un call européen pour lequel le pay-off a maturité est donné par
(St = K);.
L'objectif est de déterminer une stratégie autofinancante telle que
V,=a,;S;+b,S) =u(T -t,5,), te[0,T],
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ol u(-,-) est une fonction réguliére (C?) qui vérifie la condition terminale
Vr =u(0,57) = (St —K)..

On applique la formule d’Ito pour obtenir

P P 0252 92 P
(T = 6,5+ S u(T ~1,5,) + —- = u(T =1,5,)|dt + oS, = u(T ~1,5,)dB,.

dvi=1-7; 9%

On se rappelle que du fait du caractére auto-financant de la stratégie d’investissement alors
th = (at‘ust + thStO)dt + atGStdBt.

De plus comme V; = a;5; + thtO alors
b, = Vi —Oatst’
S
et

th = (at(l/l - r)St + Vtr)dt + a,O‘StdBt.

On en déduit que
d
a;=—=—u(T-135;),

dx
et
d d d 028?92

au(’r—t,St)(I/l_r)St+ru(T—t,St)=—EM(T )+}45t8 ( t,St)+ > 8 =) (T t,St)
Cette derniere égalité est en fait une équation aux dérivées partielles

d d d 2x? 9?

= » - ’ = -5 ’ = tl A A 1 ’ » -4

aXu(t x)(p—r)x+ru(t,x) 8tu(l‘ x)+//txaxu( X)+ 5 szu(t X) (5.4)

vérifiée pour x > 0 et t € [0, T], avec la condition terminale
u(0,x) = (x—K),.
L’équation (5.4) admet une solution explicite (quelle chance). En effet,

u(t,x) = x(g(t,x)) — Ke " Pp(h(t,x)),

ou ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite,

log(x/K) + (r+02/2)t

g(t,x) = i ,

et

h(t,x) = g(t,x) - oVt
Le prix juste pour notre option européenne est donnée par
Vo = u(T,So) = Sop(8(T, So)) — Ke "' dp(h(T, So)).

C’est la formule que l'on retrouve dans les papiers de Black and Scholes [1973] et Merton [1973].

La stratégie d’investissement permettant la réplication du pay-off est donnée par

d
a; = gu(T -t,5;),

92



et
M(T — t,St)—atSt
S? '

Pour comprendre la signification du prix juste g = u(T, Sy) en terme d’arbitrage, supposons que

bt:

l'option soit vendu au prix p > q. On applique la stratégie suivante: a t =0
* Je vends l'option au prix p,
* J’investis q dans la stratégie auto-finangante

Je dégage un profit initial p —g. A maturité si S > K alors l'acheteur exerce l'option et ma
stratégie autofinancante compense la perte Sp — K, sinon l’acheteur n’exerce pas l'option. Je peux

dégager un profit arbitrairement grand en supposant en vendant une grande quantité d’options.

5.5.3 Interprétation via la probabilité risque-neutre

Nous donnons une intéprétation du juste prix du call européen dans le cadre du modele de
Black-Scholes via un changement de mesure et le théoréme de Girsanov. Un prix de départ
raisonable est la valeur moyenne du flux de trésorie future actualisé au taux de l’actif sans risque
soit

e T(Sy—K), =e"Th(Sy)

Le prix juste ne correspond pas a 'espérance du flux futur actualisé en tout cas pas sous la
probabilité IP dite historique. Il faut introduire une autre probalité dite risque neutre Q. Dans
la Section 1.3, cette probabilité était telle que le prix de l'actif actualisé était une martingale.

Nous devons donc définir une probabilité pour laquelle le processus
S;=eS,, t>0,
est une Q-martingale. Par application de la formule d’Ito, il vient
dS, = Sy(p—r)dt +S,0dB;.

On définit B; = B, — £, t > 0. D’aprés le théoréme de Girsanov (B;)»( est un mouvement

brownien sous la probabilité Q définie par
Q(A) = Ep(Z71,),
ou z¢ = 0B=0"1/2 ot g = g Le processus (S;);>¢ dont la dynamique est donnée par
dS; =0S,dB,,
est une Q-martingale. Si on suppose qu’il existe une stratégie auto-financante telle que
V, =a,S; +b,S?,
tel que Vr = h(S7) alors la valeur du portefeuille a T actualisée au temps t est donnée par

E(e " Tn(St)|F), te[0,T].
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Soit
V,=e "V, t>0,

la valeur actualisé du portefeuille. Par application de la formule d’Ito, il vient
dVv, = -re "V, dt+e"dV,

= —re"(a,S; +b,SY)dt + e (a,dS, + b,dS?)

= a,(-re”"'S,dt +e7"'dS,)

= adS,
En intégrant entre 0 et ¢, il vient

V= Vs f 2.5.dB,.
Le processus est une Q-martingale (en tant qu'ifltégrale d’Ito) et donc
Vi = E%(VrlR), te[0,T).

On en déduit que
V, =E%(e " Ih(Sp)|R), te[0,T).

La dynamique de (S;);>( est donnée par
dSt = Tstdt + O'Stdgt,

et donc

S, = Soe(rfoz/Z)tHrB[ )

On a alors

Vt — f(t; St) — IEQ [e—r(T—t)h(Ste(r—(ﬂ/z)(T—t)+r7(1§T—E,)) LE:I’

qui est I’espérance d’une fonction d’une variable aléatoire Normal(0, T—t). On vérifie par le calcul
intégrale que l'on retrouve 'expression du prix juste de 'option avec Vj. Ces développements

sont inspirés de 'ouvrage de Mikosch [1998].

5.6 Annexe: Espace Gaussien

On note que I7(f) = fOTf(s)st est une v.a. gaussienne mesurable par rapporta o(B;,0<t<T)

T T
1EU0 flas, | H[o,tns)st]

T
J; f(s)Ijg,¢(s)ds

qui vérifie, pour t > 0,

E(I7(f)B:)

L £ ()i nr1(s)ds

AT
J f(s)ds.
0

En fait elle est unique = Espace Gaussien (TODO: définition et propriétés) Espace vectoriel

fermé. Utile pour montrer la formule d’intégration par partie suivante.
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Theorem 23. Soit f € £2(1R+,]R), dérivable et de dérivée continue alors

t
L) = F0B = | 6B, Ve 20

Proof. 11 faut vérifier que, pour u,t >0,

t t unt
IE[Bu J; f(s)st] = IE{BM [f(t)Bt —JO f'(s)BSds]} = J; f(s)ds. (5.5)

Le membre de droite donne

t tAuU
E [Bu J f(s)st] = J f(s)ds. (déja démontré plus haut)
0 0

Le membre de gauche donne

IE{Bu [f(t)Bt -| f’(S)Bst]}

f()tAu-E [Bu J-tf'(s)Bsds]
0

- f(t)mu—fot Fs)s A uds

Supposons que t < u alors

J:f’(s)s Auds = J:f’(s)sds
t
= - d
1= | feas
Supposons que t > u alors
t u t
J; fi(s)sAuds = L f (s)sds+uJ; f'(s)ds

uf(u)—fo £(s)ds + u(f(6) £ ()
- uf(t)—fo £(s)ds

On en déduit que
t tAu
f f’(s)s/\uds:f(t)t/\u—J f(s)ds,
0 0
puis

t tAuU
E{Bu[ﬂt)Bt—fOf’(s)Bsds]}= o flods

Example 35. 1. Ons’intéressed Y = IsBst. La formule d’intégration par partie nous donne

t 1, ‘1,
Bgds = —t°B;— | =s“dBs.
J;sss 5 tJ;zs s

Il s’agit d'une v.a. gaussienne. On peut en calculer la moyenne et la variance. On a IE(Y) = 0 et
2 ].
E(Y?) = -E

t t 2
1 t4Bt2—2t2Btj deBS+U sdes)
0 0

1 2 2] 28
[t5__ts+_]_

4 3 5[ 15°
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2. Evaluation de fot B2dB; et IOt(Bf —5)dB,. On applique la formule d’Ito avec f(t,B;) = B}. On

note que
af , . 0?
0,£=3X etﬁ:&c.

o _
Fr

Lapplication de la formule d’Ito renvoie
3_1 2
dB;} = 56Btdt + 3B;dB;

Par intégration entre 0 et t, il vient

t 1 t
J B2dB, = =B} —f B,ds
0 3 0
t t t
J (B2-5)dB, = f Bsdes—J sdB
0 0 0

1 t t
128 —B?—J Bsds—tBt+f B.ds
3 0 0

1
= gB?—tBt

On en déduit que
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