EXAMEN FINAL

Modélisation Charge-Sinistre— 2019-2020
Pierre-O Goffard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.
e La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.
e Vous devez justifier vos réponses de maniére claire et concise.

e Vous devez écrire de la maniére la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse
finale.

e Document autorisé: Une feuille recto-verso manuscrite.

Question: 1 2 3 4 5 Total
Points: 2 4 6 4 4 20
Score:

Un modéle collectif mélange Poisson - lognoramle

1. (2 points) Rappeler la définition du modele collectif, en précisant bien les hypothéses.

Solution: Voir les notes de cours

2. Le montant des sinistres est distribué comme une variable aléatoire continue et positive de loi
lognormale U ~ LN(p, o) de densité

n(z)—p]?
fu(z) = {xobﬂexp{—W}, pour x > 0,

0, sinon.

(a) (2 points) Montrer que les moments de U sont donnés par

0_2
E(U*) = bt %k =0,1,2,....
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Solution: On a U = e¥ avec Y ~ N (u, o) puis

E(U*) = E(e'Y) = My (k) = eh#the*/2

(b) (1 point) Proposer une méthode d’estimation des paramétres de la loi lognormale. Vous
donnerez ’expression des estimateurs en supposant que vous disposez d’un échantillon de

sinistres (u1,...,un).
Solution: Si on suppose que les données (uq, ..., uy,) sont des observations iid de loi log-
normale alors les log données (In(uq), ..., In(u,)) sont des observations iid de loi normale
puis
1 n
o= nzzlln(uz) et o =
1= =

(c¢) (1 point) La loi lognormale est-elle une loi phase-type?

Solution: Non, mais on peut approcher aussi précisément que I'on souhaite sa densité
par la limite d’une suite de densité de variable aléatoire distribuées suivant des lois phase
type en vertu de la densité des loi phase type au sein des loi de probabilité concentré sur
R,.

3. Le nombre de sinistres N suit une loi de Poisson mélange N ~ Pois(A), ot A est une variable
aléatoire positive.

(a) (2 points) Expliquer I'intérét d’utiliser une loi Poisson mélange plutdt qu’une loi de Poisson
standard pour modéliser la fréquence de sinistres.

Solution: Voir le cours

(b) (2 points) On suppose que A ~ Gammay(a, b) (cf tableau des distributions en annexe) avec
a,b > 0. Montrer que

P(N = k) = r(z(ii)lli)(a) <bf1)a <bi1)k, pour k= 0,1,2, . ...

Solution: On a, pour k€ N,

dA

+00 ,—Ayk ,—bAya—1
PN — k) — J e AT e\
0

k! I'(a)

Ila+k
Ik + 1T

I'la+k
I'(k+1)r

be +00 ,—A(b+1) a+kyk+a—1
f e (b+1)2tFA D
a) ( )a+k

I'(a+ k)
a k
a) (b—ib-1> (b—11-1> '

(¢) (1 point) Donner la moyenne et la variance de N en fonction de a et b.

)
(
)
(
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Solution: On note que N ~ N'B(a,1/(b+ 1)) ce qui permet de conclure que

a(b+1)
b2

E(N) = % et Var(NV) =

(d) (1 point) La loi de N appartient-elle a la famille de Panjer?

Solution: Oui car il s’agit de la loi binomiale négative.

4. On considére la variable aléatoire

N
X=>U,
i=1
avec Uy, ...,Upn des variables aléatoires iid de loi lognormale et indépendante de N qui quant

a elle est une variable aléatoire mélange Poisson avec A ~ Gamma(a, b).

(a) (2 points) On fait Papproximation suivante

X —E(X)

V) ~ N(0,1)

Donner I'expression de la fonction de répartition de X en fonction de o, u,a,b et ¢ la
fonction de répartition de la loi normale N (0, 1).

Solution: On utilise les formules du cours pour déterminer la moyenne et la variance de

1% /
— __ P ehto?/2
Mmfmmmmfﬂp)

et
a a(b+1
3(62;;-!-202 e2,u+cr2) ( = >62u+02

La fonction de répartition de X est alors donnée par

(b) (2 points) Cette approximation est-elle pertinente selon vous? Proposer une méthode al-
ternative (expliquer briévement la mise en place).

V(X) =E(N)V(U) + V(N)E(U)? =

Solution: C’est pas idéale car cette approximation fonctionne en théorie lorsque la
fréquence des sinitres suit une loi normale. Algo de Panjer/ FFT / Gamma de Bower.

5. On souhaite rafiner le modéle pour le montant des sinistre en combinant la loi lognormale (pour
les petits montants) avec une loi de Pareto (pour les montants plus importants) dans un modéle
composite. La densité de la loi de Pareto est donnée par

0%c
s, x>0
fP ) = po+1o ’
ar(®) 0, sinon.

(a) (2 points) Rappeler la définition du modéle composite et expliquer son intérét pour mod-
éliser le montant des sinistres.
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Solution: Voir les notes de cours.

(b) (2 points) Les conditions de régularité de la densité f du modeéle composite impose de fixer
la valeur de certain paramétre. Donner I'expression du paramétre p (de la loi lognormale)
et du paramétre de mélange r du modéle composite en fonction des autres paramétres
o,a, 0 et de la fonction de répartition ¢ de la loi normale de moyenne 0 et de variance 1.

Solution: La densité du modéle composite Lognormale-Pareto est donnée par

fi(z)
fz) = {TFI(O)’ 720
(1 =r)fa(z), x>6.

avec

fi(z) = L e [_(ln(x)_“)Q] et ) — flix) (1 | In(x) _M)

202 o2

d’une part et

af” a+1
fQ(x) = oatl’ et fé(x) = _f2($)
x 7
La continuité en ¢ implique que 1= = %{%(@’ puis la dérivabilité en 6 équivaut a

p = In(f) — ao?
puis on en déduit

f2(0)F1(0) . aamq)(aa)

" ROF®) + f1(0)  acyv2rd(ac) + e o222
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FORMULAIRE
Nom abbrev. Loi E(X) Var(X) FGM
Binomiale Bin(n, p) (Mp* (1 —p)"* pour k =0,...,n np np(l —p) [(1—p) + pe']™
)\k
Poisson Pois()) e_Aﬁ pour £k =0,1,2,... A A exp(A(e' — 1))
. . . o o o e _p \@
Binomiale Négative NB(a,p) %(1 —p)*p* 1 f)p a 7pp)2 (11_;;,,) pour ¢t < —In(p)
! t<b b | (b—a)?
Uniforme Unif(a, b) b—a =T at (b—a) etb:em
. 2 12 t(b—a)
0 sinon
Xe M >0 1 1
Exponentielle Exp(\) {Oe L= 0 " 2 25 pour t < A
M t>=0 @
Gamma Gamma(a, 3) {O (o) . ; 0 % % (%) pour t < f3
1 —(t— ,u)2 9 2,2
N 1 N 2 T H) ut o222
ormale (@, 0%) (W) exp ( 557 I o et''e

On rappelle la définition de la fonction Gamma avec

I'(z) =

+00
J ¥ le %y,
0

On note que pour z € N alors I'(z) = (z — 1)!.
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