
EXAMEN FINAL

Modélisation Charge-Sinistre– 2019-2020
Pierre-O Goffard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.

• La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.

• Vous devez justifier vos réponses de manière claire et concise.

• Vous devez écrire de la manière la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse
finale.

• Document autorisé: Une feuille recto-verso manuscrite.

Question: 1 2 3 4 5 Total

Points: 2 4 6 4 4 20

Score:

Un modèle collectif mélange Poisson - lognoramle

1. (2 points) Rappeler la définition du modèle collectif, en précisant bien les hypothèses.

Solution: Voir les notes de cours

2. Le montant des sinistres est distribué comme une variable aléatoire continue et positive de loi
lognormale U „ LNpµ, σq de densité

fU pxq “

#

1
xσ
?
2π

exp
!

´
rlnpxq´µs2

2σ2

)

, pour x ą 0,

0, sinon.

(a) (2 points) Montrer que les moments de U sont donnés par

EpUkq “ ekµ`k
2 σ2

2 , k “ 0, 1, 2, . . . .
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Solution: On a U “ eY avec Y „ N pµ, σq puis

EpUkq “ EpekY q “MY pkq “ ekµ`k
2σ2{2

(b) (1 point) Proposer une méthode d’estimation des paramètres de la loi lognormale. Vous
donnerez l’expression des estimateurs en supposant que vous disposez d’un échantillon de
sinistres pu1, . . . , unq.

Solution: Si on suppose que les données pu1, . . . , unq sont des observations iid de loi log-
normale alors les log données plnpu1q, . . . , lnpunqq sont des observations iid de loi normale
puis

pµ “
1

n

n
ÿ

i“1

lnpuiq et pσ “

g

f

f

e

1

n´ 1

n
ÿ

i“1

rlnpuiq ´ pµs2.

(c) (1 point) La loi lognormale est-elle une loi phase-type?

Solution: Non, mais on peut approcher aussi précisément que l’on souhaite sa densité
par la limite d’une suite de densité de variable aléatoire distribuées suivant des lois phase
type en vertu de la densité des loi phase type au sein des loi de probabilité concentré sur
R`.

3. Le nombre de sinistres N suit une loi de Poisson mélange N „ PoispΛq, où Λ est une variable
aléatoire positive.

(a) (2 points) Expliquer l’intérêt d’utiliser une loi Poisson mélange plutôt qu’une loi de Poisson
standard pour modéliser la fréquence de sinistres.

Solution: Voir le cours

(b) (2 points) On suppose que Λ „ Gammapa, bq (cf tableau des distributions en annexe) avec
a, b ą 0. Montrer que

PpN “ kq “
Γpa` kq

Γpk ` 1qΓpaq

ˆ

b

b` 1

˙aˆ 1

b` 1

˙k

, pour k “ 0, 1, 2, . . . .

Solution: On a, pour k P N ,

PpN “ kq “

ż `8

0

e´λλk

k!

e´bλλa´1

Γpaq
dλ

“
Γpa` kq

Γpk ` 1qΓpaq

ba

pb` 1qa`k

ż `8

0

e´λpb`1qpb` 1qa`kλk`a´1

Γpa` kq
dλ

“
Γpa` kq

Γpk ` 1qΓpaq

ˆ

b

b` 1

˙aˆ 1

b` 1

˙k

.

(c) (1 point) Donner la moyenne et la variance de N en fonction de a et b.
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Solution: On note que N „ NBpa, 1{pb` 1qq ce qui permet de conclure que

EpNq “
a

b
et VarpNq “

apb` 1q

b2
.

(d) (1 point) La loi de N appartient-elle à la famille de Panjer?

Solution: Oui car il s’agit de la loi binomiale négative.

4. On considère la variable aléatoire

X “

N
ÿ

i“1

Ui,

avec U1, . . . , UN des variables aléatoires iid de loi lognormale et indépendante de N qui quant
à elle est une variable aléatoire mélange Poisson avec Λ „ Gammapa, bq.

(a) (2 points) On fait l’approximation suivante

X ´ EpXq
a

VpXq
« N p0, 1q

Donner l’expression de la fonction de répartition de X en fonction de σ, µ, a, b et φ la
fonction de répartition de la loi normale N p0, 1q.

Solution: On utilise les formules du cours pour déterminer la moyenne et la variance de
X

EpXq “ EpNqEpUq “
ap

p1´ pq
eµ`σ

2{2

et
VpXq “ EpNqVpUq ` VpNqEpUq2 “

a

b
pe2µ`2σ

2
´ e2µ`σ

2
q `

apb` 1q

b2
e2µ`σ

2

La fonction de répartition de X est alors donnée par

PpX ď xq “ φ

ˆ

x´ EpXq
VpXq

˙

(b) (2 points) Cette approximation est-elle pertinente selon vous? Proposer une méthode al-
ternative (expliquer briévement la mise en place).

Solution: C’est pas idéale car cette approximation fonctionne en théorie lorsque la
fréquence des sinitres suit une loi normale. Algo de Panjer/ FFT / Gamma de Bower.

5. On souhaite rafiner le modèle pour le montant des sinistre en combinant la loi lognormale (pour
les petits montants) avec une loi de Pareto (pour les montants plus importants) dans un modèle
composite. La densité de la loi de Pareto est donnée par

fParpxq “

#

θαα
xα`1 , x ą θ,

0, sinon.

(a) (2 points) Rappeler la définition du modèle composite et expliquer son intérêt pour mod-
éliser le montant des sinistres.
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Solution: Voir les notes de cours.

(b) (2 points) Les conditions de régularité de la densité f du modèle composite impose de fixer
la valeur de certain paramètre. Donner l’expression du paramètre µ (de la loi lognormale)
et du paramètre de mélange r du modèle composite en fonction des autres paramètres
σ, α, θ et de la fonction de répartition φ de la loi normale de moyenne 0 et de variance 1.

Solution: La densité du modèle composite Lognormale-Pareto est donnée par

fpxq “

#

r f1pxq
F1pθq

, x ě θ,

p1´ rqf2pxq, x ą θ.

avec

f1pxq “
1

?
2πσx

exp

„

´
plnpxq ´ µq2

2σ2



, et f 11pxq ´
f1pxq

x

ˆ

1`
lnpxq ´ µ

σ2

˙

d’une part et

f2pxq “
αθα

xα`1
, et f 12pxq “ ´f2pxq

α` 1

x

La continuité en θ implique que r
1´r “

f2pθqF1pθq
f1pθq

, puis la dérivabilité en θ équivaut à

µ “ lnpθq ´ ασ2

puis on en déduit

r “
f2pθqF1pθq

f2pθqF1pθq ` f1pθq
“

ασ
?

2πΦpασq

ασ
?

2πΦpασq ` e´α2σ2{2
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FORMULAIRE

Nom abbrev. Loi EpXq VarpXq FGM

Binomiale Binpn, pq
`

n
k

˘

pkp1´ pqn´k pour k “ 0, . . . , n np npp1´ pq rp1´ pq ` petsn

Poisson Poispλq e´λ
λk

k!
pour k “ 0, 1, 2, . . . λ λ exppλpet ´ 1qq

Binomiale Négative NBpα, pq Γpα`kq
Γpk`1qΓpaq

p1´ pqαpk
αp

1´ p

αp

p1´ pq2

´

1´p
1´pet

¯α

pour t ă ´ lnppq

Uniforme Unifpa, bq

$

&

%

1

b´ a
a ď t ď b

0 sinon

a` b

2

pb´ aq2

12
etb´eta

tpb´aq

Exponentielle Exppλq

#

λe´λt t ě 0

0 t ă 0

1

λ

1

λ2
λ
λ´t

pour t ă λ

Gamma Gammapα, βq

#

βαtα´1e´βt

Γpαq
t ě 0

0 t ă 0

α

β

α

β2

´

β
β´t

¯α

pour t ă β

Normale Npµ, σ2
q

ˆ

1
?
2πσ2

˙

exp

ˆ

´pt´ µq2

2σ2

˙

µ σ2 eµteσ
2t2{2

On rappelle la définition de la fonction Gamma avec

Γpzq “

ż `8

0
xz´1e´xdx.

On note que pour z P N alors Γpzq “ pz ´ 1q!.
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