
EXAMEN DE DEUXIÈME SESSION

Modélisation Charge-Sinistre� 2019-2020
Pierre-O Go�ard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.

• La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.

• Vous devez justi�er vos réponses de manière claire et concise.

• Vous devez écrire de la manière la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse
�nale.

• Document autorisé: Une feuille recto-verso manuscrite.

Question: 1 2 3 Total

Points: 0 6 6 12

Score:

Une loi binomiale mélange beta

1. Sur une période d'exercice donnée, le nombre de sinistres est modélisé par une variable aléatoire
de loiN � Binomialpn,Θq où Θ � Betapa, bq. On rappelle que la loi de probabilité d'une variable
aléatoire N de loi binomiale Binomialpn, pq est donnée par

PpN � kq �

�
n

k



pkp1� pqn�k, k � 0, . . . , n.

On rappelle que la loi de probabilité d'une variable aléatoire Θ � Betapa, bq admet une densité

fΘpθq �
θa�1p1� θqb�1

Bpa, bq
Ir0,1spθq,

par rapport à la mesure de Lebesgue. La fonction beta est dé�nie par

Bpa, bq �

» 1

0
ua�1p1� uqb�1du.

(a) Donner la loi de probabilité de N en fonction de la fonction beta.
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Solution:

PpN � kq �

» 1

0

�
n

k



θkp1� θqn�k

θa�1p1� θqb�1

Bpa, bq
dθ

�

�
n

k



Bpk � a, n� k � bq

Bpa, bq

pour k � 0, . . . , n.

(b) Donner une expression de EpNq en fonction de a, b, et n.
Indications: La fonction beta s'exprime en fonction de la fonction gamma de la façon
suivante

Bpa, bq �
ΓpaqΓpbq

Γpa� bq

On rappelle que la fonction gamma est dé�nie par

Γpzq �

» �8

0
e�ttz�1dt, z ¡ 0.

et véri�e en particulier Γpz � 1q � zΓpzq.

Solution: EpNq � EEpN |Θqq � nEpΘq � n a
a�b

(c) Calculer la variance V pNq.

Solution:

V pNq � EpV pN |Θqq � V pEpN |Θqq

� nEpΘp1�Θqq � n2V pΘq

� n
ab

pa� b� 1qpa� bq
� n2 ab

pa� b� 1qpa� bq2

�
nabpa� b� nq

pa� b� 1qpa� bq2
.

(d) Donner une méthode d'estimation pour les paramètres deN , en supposant que le paramètre
n soit connu. Détailler la mise en oeuvre.

Solution: Comme on vient de calculer la moyenne et la variance, on propose d'estimer
a et b via la méthode des moments. On obtient

pa � N̄pn� N̄q � S2
N

npS2
N{N̄ � 1q � N̄

,pb � pN̄pn� N̄q � S2
N qpn� N̄q

N̄pnpS2
N{X̄ � 1q � N̄q

où N̄ et S2
N désigne la moyenne et la variance empirique respectivement.

(e) La loi de N appartient-elle à la famille de Panjer?

Solution: Non, il ne s'agit ni de la loi binomial, binomial négative ou Poisson.
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2. Sur une période d'exercice donnée, la charge totale de sinistres est modélisée via un modèle
collectif

X �
Ņ

k�1

Uk,

où le nombre de sinistres est une variable aléatoire de comptage de fonction de masse donnée
par

PpN � kq � pp1� pqk�1, k ¥ 1

et les montants de sinistres sont iid de loi exponentielle de densité de probabilité

fU pxq �
e�x{β

β
Ip0,�8qpxq.

(a) (2 points) Donner la moyenne et la variance de X.

Solution:

EpXq � EpNqEpUq �
β

p
.

et

VpXq � EpNqVpUq � VpNqEpUq2 �
β2

p2
.

(b) (1 point) Donner la fonction génératrice des moments de X. Vous devez détailler les
calculs.

Solution:

MXpsq � EpesXq � GN pMU psqq �
1

1� βs
p

(c) (2 points) Donner la loi de probabilité de X.

Solution: Il s'agit d'une loi exponentielle de paramètre β{p par identi�cation avec la
fonction génératrice des moments calculer à la question précédente. Si on ne remarque
pas ça, alors la densité de X s'écrit

fXpxq �
�8̧

k�1

pp1� pqk�1f�kU pxq �
�8̧

k�1

pp1� pqk�1 e
�x{βxk�1

βkk!
�
p

β
e�xp{β,

ou f�kU est le produit de convolution de rang k de fU avec elle-même, il s'agit donc de la
densité de la loi gamma de paramètres k et β.

(d) (1 point) Supposons que nous n'observons que les charges totales de sinistres x1, . . . , xt et
les nombres de sinistres n1, . . . , nt associées à t périodes d'exercice. Proposer une méth-
ode d'estimation des paramètres p et β basée sur les observations x1, . . . , xt et n1, . . . , nt.
Expliquer la mise en oeuvre, donner l'expression des estimateurs si possible.

Solution: Le plus simple est de commencer par estimer p en utilisant les nombres de

sinistre n1, . . . , nt, avec la méthode des moment, il vient pp � �
1
t

°t
s�1 ns

��1
, puis estimer

β via la méthode des moments avec pβ � pp1
t

°t
s�1 xs.
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3. Les montants de sinistres sont modéliser par une loi gamma Gammapk,mq, k,m ¡ 0 de densité
de probabilité

fGampxq �
e�x{mxk�1

mkΓpkq
Ip0,�8qpxq,

On rappelle que la fonction gamma est dé�nie par

Γpzq �

» �8

0
e�xxz�1dx.

et véri�e en particulier Γpz � 1q � zΓpzq.

(a) (1 point) Donner l'espérance et la variance des montants de sinistres en fonction de k et
m.

Solution: EpUq � km et VpUq � km2

(b) (1 point) Donner la fonction génératrice des moments de la loi des sinistres.

Solution: MU psq �
�

1
1�ms

	k
(c) (2 points) Proposer une méthode d'estimation pour les paramètres k etm. Donner l'expression

des estimateurs pour un échantillon de montant de sinistres u1, . . . , un.

Solution: On utilise la méthode des moments

pk � Ū2

S2
U

, pm �
S2
U

Ū

où Ū et S2
U désigne la moyenne et la variance empirique de l'échantillon de montants de

sisnitres

(d) (2 points) Pour a�ner la modéliser du montant des sinistres, on associe à la loi gamma
une loi de Pareto de densité

fParpxq �

#
θαα
xα�1 , x ¡ θ,

0, sinon.

pour modéliser les sinistres plus conséquents dans le cadre d'un modèle composite. Les
conditions de régularité de la densité f du modèle composite impose de �xer la valeur
de certains paramètres. Donner l'expression du paramètre m (de la loi gamma) et du
paramètre de mélange r du modèle composite en fonction des autres paramètres k, αet θ,
de la fonction de répartition FGam d'une loi gamma de paramètres k et m et la fonction
gamma Γ.

Solution: La densité du modèle composite Gamma-Pareto est donnée par

fpxq �

#
r
fgampxq
FGampθq

x ¤ θ

p1� rqfParpxq x ¡ θ

les conditions de régularité fpθ�q � fpθ�q et f 1pθ�q � f 1pθ�q entraine

r

1� r
�
fParpθqFGampθq

fGampθq
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de plus f 1Gampxq � fGampxq
�
k�1
x � 1

m

�
et f 1Parpxq � �α�1

x fParpxq On en déduit que

m �
θ

k � α
, r �

αΓpkqFGampθqe
k�αpk � αq�k

1� αΓpkqFGampθqek�αpk � αq�k
.
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FORMULAIRE

Nom abbrev. Loi EpXq VarpXq FGM

Binomiale Binpn, pq �
n
k

�
pkp1� pqn�k pour k � 0, . . . , n np npp1� pq rp1� pq � petsn

Poisson Poispλq e�λ
λk

k!
pour k � 0, 1, 2, . . . λ λ exppλpet � 1qq

Binomiale Négative NBpα, pq Γpα�kq
Γpk�1qΓpaq

p1� pqαpk αp

1� p

αp

p1� pq2
�

1�p
1�pet

	α
pour t   � lnppq

Uniforme Unifpa, bq
$&
%

1

b� a
a ¤ t ¤ b

0 sinon

a� b

2

pb� aq2
12

etb�eta

tpb�aq

Exponentielle Exppλq
#
λe�λt t ¥ 0

0 t   0

1

λ

1

λ2
λ
λ�t

pour t   λ

Gamma Gammapα, βq
#
βαtα�1e�βt

Γpαq
t ¥ 0

0 t   0

α

β

α

β2

�
β
β�t

	α
pour t   β

Normale Npµ, σ2q
�

1?
2πσ2



exp

��pt� µq2
2σ2



µ σ2 eµteσ

2t2{2

On rappelle la dé�nition de la fonction Gamma avec

Γpzq �

» �8

0
xz�1e�xdx.

On note que pour z P N alors Γpzq � pz � 1q!.
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