EXAMEN DE DEUXIEME SESSION

Modélisation Charge Sinistre— 2021-2022
Pierre-O Goffard

Instructions: On éteint et on range son téléphone.
e La calculatrice et les appareils éléctroniques ne sont pas autorisés.
e Vous devez justifier vos réponses de maniére claire et concise.

e Vous devez écrire de la maniére la plus lisible possible. Souligner ou encadrer votre réponse
finale.

e Document autorisé: Une feuille manuscrite recto-verso

Question: 1 2 3 Total
Points: 6 4 6 16
Score:

N’hésitez pas a utiliser le résultat des questions précédentes pour répondre & la question courante.
1. Etude de la loi Lomax

Le montant des sinistres est distribué comme une variable aléatoire continue et positive de loi
Lomax, on note U ~ Lomax{«, o), avec o, 0 > 0 de densité donnée par

for(z) = %, pour z > 0,
0, sinon.

(a) (1 point) Donner I'expression de la fonction de répartition Fy(z) = P(X < z) de la loi
Lomax

Solution: on a

Fy(z) =1- (xig>a-

(b) (1 point) Que pensez-vous de la queue de la distribution de U?
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(e

Solution: Fy(x) ~2~%, o — oo Il s’agit d’une distribution a queue lourde.

(c) (2 points) Montrer que U admet une loi exponentielle dont le parameétre suit une loi
gamma. Autrement dit, il faut montrer que U ~ Exp(A) avec A ~ Gamma(a, o). On utilis-
era la définition des lois exponentielle et gamma fournie dans le tableau en fin d’énoncé.

Solution: Supposons que U ~ Exp(A) avec A ~ Gamma(a, o) alors on a

+00 Aaflefcr)\o.a
fu(z) = f e Ml — 4\
0 I'(a)
(d) (2 points) Montrer que
(a—k)I(1+k
E(Uk): o' )T+ ), pour k < a,

I(a)
ou I'(+) désigne la fonction Gamma définie par
00
I'(a) = J 2% Le™®dz, pour a € Ry.
0

Indication: Le plus simple est d’utiliser I'interprétation de la loi lomax comme une loi
exponentielle dont le paramétre suit une loi gamma, voir c). Que vaut E(U*|A = \)?

Solution: En utilisant I'indication, on écrit
E{U*) = E []E(U’“|A)]

I'k+1
_ E{(J—W
e | e—cr)\ao)\a—l
o*T'(k + 1)T'(a — k)
I'(«)

2. Etude de la loi Poisson-gamma
Soit la variable aléatoire © ~ Gamma(a, b), a,b > 0 de densité

Ha—l e—bﬁba

f@(e) = F(a) ’ 6= 0.

La variable aléatoire N suit une loi Poisson-gamma N ~ Pois(©) avec

e~ fon

P(N =nl® = 0) = —

, n=0.

(a) (1 point) Calculer E(/V) en fonction de a et b.
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Solution: On note que

E(N) =E[E(N|O)] =E[6] =

SallS]

(b) (1 point) Calculer V(IV) en fonction de a et b.
Indication: On rappelle le théoréme de la variance totale

V(X) = E(V(X]Y)) + V(E(X]Y)),
ot X, Y sont deux variable aléatoires avec V(X) < oo.

Solution: On a d’une part

E(V(N]©)) = E(6) =

SalliS!

et d’autre part

V(E(NI©)) = V(©)

a
On en déduit que
V(N) = = + —
b b2
(c) (1 point) Calculer P(N = n), en fonction de a et b.
Solution:
@ I'(n + «) b \*/ 1 \"
P(N =n) = P(N = =0 0)do = .
(N =) JO (V= |6 = 0)fe () niT(a) <b+1> <b+1>

Il s’agit d’une loi binomial négative.

(d) (1 point) Quel est I'intérét d’un tel modeéle par rapport & un modéle utilisant simplement
la loi de Poisson?

Solution: Voir le cours.

3. Modéle collectif Poisson gamma - lomax
Soit la variable aléatoire X définie par

ol

e NN est une variable aléatoire de comptage de loi Poisson gamma N ~ Pois(0), avec O ~
Gamma(a, b).

e Uy,...,Un est une suite de variables aléatoires iid de loi Lomax(c, o).
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Les U; sont indépendants de N et par convention X =0 si N = 0.

(a) (1 point) Donner l'interprétation actuarielle de la variable aléatoire X

Solution: C’est le modéle collectif, voir le cours

(b) (2 points) Donner I’expression de l’espérance et de la variance de X en fonction de a, b, o, 0.

Solution: On applique les formules du cours avec les expressions trouver aux questions
1 et 2.

. oo o2 a(b+1)
@—12-2) " (a=12

V(X) =

(c¢) (3 points) Donner 3 méthodes d’approximation de la distribution de X. Expliquer la
validité et les éventuelles difficultés/limitations associées a leur application dans le cadre
du modéle considéré ici.

Solution:

1. Approximation normale, la méthode n’est pas valide car N ne suit pas une loi de
Poisson. Il est nécessaire que U admette un moment d’ordre 2 et donc il faut que
a > 2.

2. Approximation gamma, Il est nécessaire que U admette un moment d’ordre 3 et
donc il faut que o > 3.

3. Algorithme de Panjer, La loi de IV est pas dans la famille de Panjer, puisqu’il s’agit
de la loi negative binomiale. Les montants de sinistres suivent une loi continue, il
faudra donc un calcul approché via une discrétisation de la loi des montants.
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FORMULAIRE
Nom abbrev. Loi E(X) | Var(X) FGM
Binomial Bin(n,p) (MpF@—pn* np np(1l —p) [(1 —p) + pe']™
)\k
Poisson Pois(X) e_)‘ﬁ A A exp(A(e’ — 1))
: k—1 1 1- p et
Geometric Geom(p) 1-p)"p » e 1—(117—p)et pour t < —In(1 — p)
L <t<b +b | (b—a)
Uniform Unif(a, b) b—a ST a (b—a) %
0 sinon 2 12
E tial Exp()\) et £20 L ! A t< A
xponenti X - - > r
ponentia p 0 P20 3 32 =5 pou
ﬁazaflefﬁl, t > 0 o
Gamma Gamma(a, I(e) - s @ - our t <
(2, 8) {0 t<0 B B2 (’“> P g
1 —(t— ,u)z 2,2
2 2 pt o“t</2
Normal N(u,0%) (W) exp <7202 w o ee

On rappelle la définition de la fonction gamma d’Euler avec

O
INa) = J e “2* 1dz, pour a > 0.
0

et également la propriété suivante
MNa+1) =al(«a)

Page 5 of 5



