TD 2: APPROCHE NON-PARAMETRIQUE DE LA SURVIE.

Modéle de duréee M1 DUAS— Semestre 1
P.-O. Goffard

1. Soit une variable aléatoire de fonction de hasard constante par morceau avec

k
h(t) = ol ) (1),
=1

oul0=v <vg...<vVgy1 =00, et ag,...,ar > 0.
(a) Sik =1, quel est la loi de T'.

Solution: Il s’agit de la loi exponentielle de paramétre 1/ay

(b) Pour k > 1, donner I'expression de la fonction de survie .

Solution: On a

H{t) = /0 h(s)ds
k

= Z 0- ay - ]It<vl + ap - (t - ,vl)]ItG[Ul,UlJrl) + ap - ('Ul+1 - ,Ul)I[tZ’UH_l
=1
= Faire le graphique de t — 0 - a; - Ly, + - (£ — Ul)]ItE[Ul,vl+1) +ag - (Vg1 — V)i,

k k
= Z (tAvgr —v)y = Zal max(t A vj41 — v;,0)
= =1

puis S(t) = exp[—H (t)].
(c) Soit un échantillon de n observations i.i.d. et censurée & droite
D= (x;,0;) = (t; A Ci>ﬂt¢§ci)a 1=1,...,n.

Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance des paramétres oy pour [ = 1,..., k.
L’estimateur obtenu porte le nom d’estimateur de Hoem [I], il est trés populaire en science
actuarielle.

Indication: L’estimateur doit faire apparaitre un nombre d’événement dans le segment

[Ula Ul+1)
d(vl) = Z 5i]1[vl,vl+1) (xz)
=1

et une exposition au risque

n

n
e(v) = Z(xl AVjp1 — )4 = Z max(z; A vj41 — v, 0),
i=1 i=1

qui s’interpréte ici comme la somme des temps passés par les individus sur le segment
[vlavl+1)'



(d) Donner une estimation de la matrice d’information de Fisher. En déduire une estimation
de la variance asymptotique (valide pour un grand nombre d’observations) et un intervalle
de confiance de niveau € pour les paramétres.

2. Le modéle de Gompertz-Makeham, voir [2], définie la fonction de hasard d’une v.a T par
h(t)=a+b-c,

avec a,b,c > 0. il s’agit d’'un modéle adapté & la modélisation de la durée de vie humaine,
les paramétres b et ¢ accomodent ’augmentation progressive du risque avec I’dge, tandis que le
paramétre a permet de prendre en compte les décés accidentels.

(a) Donner l’expression de la fonction de hasard cumulé de 7.
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(b) En présence de censure a droite, écrire la log vraisemblance du modéle pour un échantillon

(xi,0i) = (ti NeiyIy<e,), i=1,...,n.

Solution: La log vraisemblance en présence de données censurées s’écrit

I(D;0) = Y dplogh(a;0) + Y log S(k;0)

k=1 k=1
— Y by log(at be™) + |—azp — - (e 1)
— Inc

(c) Calculer la dérivée premiére par rapport a chacun des parameétres du modéle (soit le gra-
dient).

Solution: On a

et

0 - O
Do) = _ %
8al( +0) ;a—i-bcwk i

0 R e v —1
2 D;0) = _
ob (D3 6) kz_:l a + bctx Inc

1o} " Opbxpe™ Tl (¢t — 1) bxpct
2 D;0) = _
(D;9) Z a + bcTr c(lnc)? Inc

Jdc
k=1

(d) Ecrire un code R permettant de faire 'inférence du modéle de Gompertz-Makeham. Le
code doit comprendre

1.

Ecrire une fonction pour générer des données depuis le modéle de GM. Simuler un
échantillon de 5,000 observations t1, ..., t5000 avec

a = 0.001,b=0.0001 et ¢ = 1.1.

Puis tracer un histogramme.

. Vérifier que I’échantilloneur fonctionne bien en comparant les taux de hasard théorique

et empirique. Les taux de hasard empirique doivent étre estimé de maniére non
paramétrique. On définit une grille de points equidistants

v < v < ... <V

et on compare d(vg)/n(vk) & h(vg)(vkr1 — vg) via un graphique qui comprend les deux
courbes de taux de hasard. (Prenez un écart de 1 entre les vg).

. Ecrire un code qui retourne I'estimateur du maximum de vraisemblance des paramétres

du modéle de Gompertz-Makeham & partir d’un échantillon comprenant des données
censurés a droite. On utilisera la fonction optim en renseignant le gradient de la
log vraisemblance. Donner la valeur estimée des parameétre sur 1’échantillon généré
précédemment en ajoutant une censure & droite non informative tel que

c1, ..., cs000 ~ Exp(1/t),
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out=— Ztk. Prenez comme valeurs initiales dans 1'algorithme d’optimisation les
n
. k
valeurs suivantes

a=0.01,b=0.01, et c = 1.2

4. Comparer les fonctions de survies théoriques, empirique estimée via Kaplan-Meier et
estimé paramétriquement suivant le modéle de Gompertz Makeham.
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